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ADERIENOA

liste tratado de Aritmética general, que confor-
me al nuevo programa de ensefianza debe servir para
el estudio de las Matematicas en los colegios de la Re-
publica del Ecuador, diiiero notablemente de las de-
mas obras de su género que hasta ahora se han usado
asi en esta Republica como en otros estados.

La Aritmética, como ciencia, es la teoria de los
nuameros, de donde fundandose en las nociones quo
el comln de los hombres tiene acerca del nimero, de-
be desarrollar su objeto hasta ponerle en consonan-
cia con las aplicaciones mas elevadas del calculo inte-
gral! Solo espoliemos al presente la parte inferior de esta
ciencia, tal cual suele esplicarse enla ensefianza secun-
daria; mas, con la mira de dar una esplicacion mas cabal
de la misma, nos ha parecido conveniente desarrollar la
teoria del nimero con mayor ostension que aquella con
que hasta ahora se ha acostumbrado; no dudando que los
principios establecidos en las paginas de esta obra,
satisfaran a4 las exigencias de una verdadera y s0-
lida filosofia, asi como a los deseos de los que mas do
lleno, quieran imponerse en las ciencias do las Mate-
maticas.

No es frecuente & la verdad ver en los tratados do
Algebra la idea exacta del namero positivo, negativo,
algébrico y mucho ménos la del imaginario y complejo.
Vemos asi (pie el sefior P.L. Cirodde, en sus lecciones do
Algebra, traducidas al castellano por Don Lopo Gisbort,
obra francesa y (pie por el titulo do cientifica, tanta
difusion ha adquirido, seespresaen el n? 281 del mo-
do siguiente, sobre las cantidades imaginarias: “Cuan-
do entran, dice, en un célculo espresionos imaginarias
de la forma n+/3\/—] sin atribuirles idea alguna de can-
tidad, lo cual soria absurdo, convendremos en someterlas
4 Lis reglas establecidas para las cantidades reales.”
Siempre se lia creido (pie el objeto adecuado do las
matematicas es la cantidad y que solo con la cantidad
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puede el Algebra verificar sus calculos; pero, segln es-
te autor, los matematicos pueden hacer algo mas (pie
los otro*.lhombres. Con electo, segun él las espresioncs
imaginarias, no solo no contienen cantidad alguna, si-
no que hasta es absurdo atribuirles tal significacion;
y no obstante convienen los matematicos en verificar
sus célculos por tales espresioncs, y por consiguiente
calculan no con cantidades sino con absurdos 6 con
ideas quiméricas de cantidad, y lo gtio es mas, valién-
dose de premisas desconocidas, reflexionando con ideas
absurdas llegan siempre, en fuerza de la consecuencia 16-
gica, a los verdaderos y sublimes resultados de las cien-
cias exactas. Don Joaquin M. Fernandez yCardin,4 quien
a pesar del 6rden poco légico de su obra, ciertamente
han hecho célebre las seis ediciones de la misma publica-
das hasta 1869, reconoce la cantidad en las espresiones
imaginarias; pero nimia palabra dice sobre elmodo co-
mo pueden representarla, salvando al principio de estos
célculos la dificultad, diciendo: “Se ha-convenido en apli-
car & las cantidades imaginarias las mismas reglas que
van espuestas para el calculo de las cantidades reales y
en que {'V—Il)s= —1 En esta doble hipétesis &a.” Las
palabras “se ha convenido” indican por lo ménos cjue la
idea que & las cantidades imaginarias corresponde 0s
este'ril 6 probablemente semiabsurda 6 desconocida. m

Por lo que toca & nosotros nos ~abstendremos' de
deshonrar con semejantes aserciones & una ciencia que
justamente ha merecido el nombre de ciencia exacta.

Bien conocemos que una obra destinada & la en-
seflanza secundaria, ademas del mérito cientifico debe
tener una suma aptitud didactica, porlo que se supri-
me en ella toda dificultad ménos util: pero no se pue-
de negar rifie el fundamento es lo mas importante y
principal del edificio, y esperamos de la periciay celo
que adornan a los profesores de que dispone la Repu-
blica, conseguirdn en la instruccién de lajuventud mu-
cho mas de lo que puedan imaginarse otros ménos
interesados y celosos.

Empezando como es natural por los nimeros ab-
solutos, espoliemos la teoria de los numeros positivos
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y negativos, 6 sea de los nimeros destinados a siman-
se 0 restarse, haciéndose abstraccion del numero abso-
luto con quien tienen esta relacién. Un ndmero que-
puede ser a la vez positivo y negativo se dice que es.
algébrico: esta es la primera abstraccion aritmética que
conduce & generalizar el calculo; y claro estd que
en 6rden & esta clase do numeros habran de tener su va*
lorias demostraciones. Aplicando los nimeros positivos y
negativos & la espresion de posiciones geométricas, so
ve cuan perfectamente pueden representarles si son es-
tas completamente opuestas; y generalizando este mé-
todo-de considerar los nimeros como simbolos do posi-r
cien, se manifiesta cdmo pueden las posiciones aun cuan-
do no sean completamente opuestas ser significadas
por nimeros. De aqui resulta la idea de mafieros de po-
siciébn que espresan a la vez una cantidad ¢ distancia
absolutay una posicion determinada al rededor de un
punto fundamental que sirve departida. Los numeros-
de posicion forman la segunda abstraccién aritmética,
la mas general posible, (pie convierte la Geometria en
Aritmética, haciendo que las relaciones de distancia y
posicion angular entre puntos de un plano, se sujeten,
& las reglas del célculo como cantidades paramento
numéricas. Pertenecen 4 esta suprema clase todos los
numeros conocidos, bien sean positivos 6 negativos, rea-
les, imaginarios 6 complejos, y se demuestra (pie no puo-
de haber otra dase mas elevada. Fundados en este prin-
cipio geométrico bien podremos determinar para todos
una misma y -general regla de célculo sin necesidad do
hacer suposicion alguna. “No coiirrninios por consiguien-
te en someter las expresiones imaginarias y complejas
4 las reglas establecidas para las cantidades reales”;
sino que partiendo del principio general que las uno &
todas, demostramos absolutamente que aquellas so su
jetan a las leyes de estas; 6 para capi-osarnos con mas
exactitud, que las de las primeras como nerteneeien
tés & la suprema clase, rigen también & la segundas,
que no son sino una especio de la misma clase. Mu-
cho conduce al fin propuesto la definicion general
de la multiplicacién dado en el § 'l quo es el fun-
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«Jumento do la mayor parte de la Aritmética, y que se lia
demostrado por su aplicacién & todos los casos posibles.

Bien podré abreviarse el tratado de los numeros
imaginarios y complejos contenido desde el § 77 al 86,
lo cual tendra lugar en la 2? edicién. Por atora, como lo
suponemos menos conocido y en algunos puntos com-
pletamente nuevo, liemos creido deber esponerle con
mayor ostension y diligencia,, de suerte que no quede
duda alguna en las demostraciones. Queda por consi-
guiente & la inteligencia y discrecion del maestro el
elegir lo- mas necesario para la ensefianza secundaria.

Tal vezla oposicion de los nombres real 6 imagina-
ric,aplicados & la cantidad, liainducido a algunos a creer
que solo tienen existencia real las cantidades reales, y
«pie las imaginarias solo existen en la imaginacién 6 que
son imposibles. Semejante modo de considerar las
cantidades solo, puede ser verd ulera, si se coneiea &
la cantidad puramente discreta,.que no, permita espli-
cacion alguna geométrica, pero es evidentemente falso
aplicado & la cantidad en general.

El calculo de las cantidades concretas se reduce
pues al de las cantidades abstractas, el de los nimeros
enteros es.un caso particular del de los quebrados, el
de los nimeros absolutos estd contenido en el- de los
algébricos y el de los nimeros reales algébricos sigue
las mismas reglas que el délos nimeros complejos. Siem-
pre tiende la Aritmética & generalizar por los métodos
mas universales; si bien puede suceder en algun caso
particular que el resultado de un problema debe nece-
sariamente ser un numero entero y absoluto, é incapaz
por la naturaleza de la cuestion de los caractéres ima-
ginario, positivo, 'negativo ¢ fraccionario.

Si se pregunta, por ejemplo, cuantos hombres se
necesitan para hacer en 8 dias la- obra que 15 hombres,
han. acabado en 17 dias; responde la Aritmética 31J
hombres, cantidad que concreta como debe ser es evi-
dentemente imposible. No se sigue de aqui que las
fracciones en general sean cantidades imposibles, sino
que no pudiendo satisfacerse al problema mas que con
un numero fraccionario, contiene dicho problema uj

Biblioteca Nacional del Ecuador "Eugenio Espejo"



v
absurdo. Del mismo modo cuando en la resolucién db
un problema, que debo ser satisfecho por una cantidad
ireal, obtenemos un numero imaginario, solo podremos
inferir que el tal problema contiene alguna condicién
absurda é imposible porlo tanto de realizarse, v no que
sean imposibles los nimeros imaginarios.

Asi que, nias convendria derivar el nombre cunib-
clad imaginaria de la palabra imagen, esto es, espresion
de tal cantidad que puede graficamente designarse.

La multiplicacién de cantidades complejas puede
siempre verificarse de dos maneras diferentes, & saber,
puramente algébrica 6 por la suma de los &ngulos quo
contienen. Esta propiedad tan fundamental es conse-
cuencia necesaria del caracter délas cantidades com-
plejas, y por ella se verifica el transito sencillo de los
nuameros y lineas rectas & cantidades que & primera vis-
ta parecen tan heterogéneas, como son los angulos y
arcos.

De todos es conocida la gran dificultad en demos-
trar geométricamente las férmulas trigonométricas. Ca-
si nunca se encuentran demostradas con el rigor, que
exige la generalidad con que han de aplicarse; y solo
para establecer la formula del seno 6 coseno de (o+”")es
necesario descender & una multitud de casos. La
teoria de los numeros complejos suministra como
consecuencias sencillas estas férmulas en toda su
generalidad, por manera quo presupuesta la noeion do
las funciones goniométricas, bjsta aplicar la definicidn
general de la multiplicacién, para deducir facilmente
las cuatro formulas generales.

La teoria enteramente nueva consignada asi en los
88 91-95 juzgamos nos autoriza para (pie separandonos
de la costumbre hasta ahora seguida, tratemos do laGo-
niometria como parto del Algebra. Fuera do esto, nos
mueve a adoptar este método la simple reflexién de quo
perteneciendo & la Geometria las funciones Goniomé-
tricas, no deben por lo mismo considerarse fuera del ob-
jeto de la Aritmética, y aun con mas razén parecen
ser del dominio inmediato de esta ciencia quo do la Geo-
metria atendido su cardcter de nimeros abstractos; pues-
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‘to t]Mo son cociuntos que representan las rehu-iones
.existentes asi entre las partes da nn nimero complejo,
como entre este y su Unanlo. Por esto el uso do los nu-
meros complejos como algébricos, es lo mas frecuente
en las matematicas superiores.

Manifestemos por fin el propdsito que constante-
mente nos lia acompafiado durante este trabajo de em-
plear el método mas sencillo y apto para la inteligen-
cia do los jévenes. Una larga esperiencia en seme-
jantes ocupaciones nos lia proporcionado medios sufi-
cientes de eleccion, ya sea respecto de las materias,
ya respecto del método y demostraciones.

Ademas del testimonio de nuestra conciencia, mi-
rdsemos como premio de nuestra diligencia en procu-
rar la sencillezy claridad, la aprobacion de los maestros,
y la que con su diligente aplicacion y constancia eu
aprovecharse de estos trabajos, manifiesten los discipulos.

No se ha dejado sinembargo que prevalezca este
cuidado de la sencillez al deber de dar, cuando se ofre-
ce, demostraciones s6lidas y completas, capaces de sa-
tisfacer de lleno al entendimiento deseoso de la verdad.
Muy bien conocemos que no hay en materia de instruc-
cién preocupacion mas perjudicial (pie el pretender
eludir las dificultades cientificas cubriéndolas con la fal-
Ba apariencia de semidemostraciones, y esto nos ha mo-
vido & proponer bajo las formas que se pueden ver en el
8§17 las demostraciones relativas al érden indiferente de
los factores, las do la multiplicacién de los polinomios al-
gébricos y division de los mismos en los §8§22 y 25 y
otras varias. Concluimos finalmente con advertir (pie en
ciencias de un caracter practico tan marcado, como las
que son objeto de la “presente obra, nadie debe conten-
tarse con la simple especulacién y teoria: al matemati-
co como al soldado le forma el ejercicio; y por esto nun-
ca se encarecerda demasiado la necesidad del calculo nu-
mérico y demas aplicaciones practicas que acompafien 6
sigan inmediatamente & la adquisicion de los principios
tedricos.

Quito, setiembre 24 de 1872.

El Autor.

Biblioteca Nacional del Ecuador "Eugenio Espejo”



Aritmética general

ALGEBRA;

INTRODUCCION GENERAL.

l. i. Todo lo que miedo aumentarse 6 disminuirse r=lia-
ran cantidad. Una cantidad que se presenta como numerable, so
Ilama cantidad niimfi‘icti 6 dinercia; una cantidad que so represen-
ta como cstensa y meiis'urablo, se llama cantidad j/miInilnca 6 con-
tinda. Son, por ejemplo’, cantidades: una propiedad, una deuda,
Un bosque de arboles, una linea, una superficie, la intensidad do
la luz, el peso de un cuerpo &a. Todo usto puedo aumentarse 6
disminuirse sin que dejéii sor 6 propiedad, 0 deuda, 6 un bos-
que &a,

2. Una cantidad numérica cualquiera, por ejemplo, una multi-
tud do arboles 6 peso's, se compone de cosas inticjanlen (conside-
rando su naturaleza; fin 6 forma &a.), pero clistiiitan 6 indepen-
dientes entro si por sn individualidad y naturaleza (un &rbol, un
ileso constituye un ser por si mismo independiente do otro). Esta
distincion natural do las cosas quo formal! una pluralidad, se
entiende cuando décimos que la cantidad f'iunicrica Gs disocia.
Frecuentemente solo por una operacion do nuestro entendimien-
to, considerando la «eiriojftifzrf répfi‘tida Cu elida individuo do una
pluralidad, nos formamos la idea du fple fcstas pertenezcan unas
4 otras y formen uit fd'h; de un drdcii stipcrior, Compuesto du
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partes que pueden numerarse; y como esto todo légico podria
contener un ndmero mayor 6 menor de partos distintas, se llama
cantidad numérica. Una cantidad numérica, por tanto, no es otra
cosa que un numero de cosas semejantes y discretas comprendi-
das por su semejanza como un todo.

3. Las cantidades geométricas pertenecen todas al espacio y
se reducen U tres cjases segln el ninlfeto (le Ins.diEnénsiones que
tienen, es deciri & las lineas (con'ulni)’, & las superficies (con
dos) y & los cuerpos (con tres dimensiones). Estas cantidades
constituyen siempre untodo por si mismo antes de operacién al-
guna de nuestro entendimiento. Por otra parto, no contienen par-
.tes discretas 6 determinadas segiin la magnitud ¢ individualidad.
En una linea, por ejemplo, no hay distincién ninguna entre una
parte de ella y la parte siguiente, sino por el lugar del espacio
que ocupan; todas las partes imaginables so siguen unas cupos
de otras sin interrupcién ¢ limite sensible. Donde se ve que no
est4d compuesta por partes realmente distintas y determinadas.
Ademas, si se quiere saber cuantas partes hay en dicha linea, no
podria asignarse jamas esc numero pedido, siendo indefinidamen-
te grande, porgue en una parte dada, tan pequefia como se quie-
ra, siempre podremos asignar las partes de esta parte, y por con-
siguiente multiplicar el nimero encontrado do las partes de la li-
nea sin limite alguno. A dicha calidad de las cantidades geomé-
tricas llamamos su continuidad.

4. Como la cantidad geométrica no contieno por si misma un
nimero determinado departes naturales, noes numerable. Pero
para hacerse una exacta idea do su magnitud respecto 4 otra de la
misma especie, es menester usar una medida, es decir, otra can-
tidad geométrica de la misma especie y mas pequefia y determi-
nada por su magnitud. Observando cuantas veces dicha medida
estqd contenida en la cantidad geométrica dada, hallaremos un
numero que represente la magnitud de la cantidad de (pie se
trata: es decir, la cantidad en cuestion es & la medida, como el
numero obtenido & la unidad. Esta operacién se llama medir. Ca-
da cantidad geométrica siendo mensurable, puede representarse
por nameros, cuya unidad es la medida usada.

I1. Das ciencias que tratan de las cantidades se llaman Ma-
teméticas (paBtfffii=scientia per excellentiam); y se dice Aritmé-
tica (apit;po!=s=ntmero, scientia aritmética=ciencia de los nime-
ros) la parte que trata de las cantidades numéricas; y Geometria
(y;¢=tierra, pE£rpejv=mcdh’, medida de tierra) la parte que trata
de las cantidades geométricas.

I11. Términos técnicos.

1) Axioma 6principio es una verdad evidente por si mis-
ma y que por esto no necesita demostracion.

2) Teorema es unaverdad cuya evidencia se tiene solo des-
pués de la demostracion.

3) Problema es UDa cuestion que exige una solucion.
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4) l.cmaesuna proposicidn menos importante que prepa-
ra la demostracion de otra.

5) Escolio osuna observaciéon sobre una ¢ varias proposi-
ciones precedentes.

(i) Corolario es ufia consecuencia muy sencilla que resulta
de una 6 varias proposiciones precedentes.

7) Explicaciones son unas definiciones y nociones previas.

H) Hipo6tesis es una suposicion lieelui en el enunciado do
una proposicion, y tesis la afirmacién de una verdad con-
tenida en el mismo enunciado de la proposicion.

Teorema, problemay lema en general toman el nombi'o do

proposicion.

Deben demostrarse todas las verdades que las matemaéticas

ensefian, cuando por si mismas no son evidentes, es decir, cuando
no se contieno en uno U otro axioma. Las demostraciones se efec-
tdan 6 inmediatamente por medio do dichos axiomas 6 por me-
dio de verdades ya demostradas. Donde se ve que los axiomas fi-
nalmente constituyen el fondo do todas las matematicas.

IVV. Tales axiomas 6 principios tjcnerules son las siguientes:
1) Toda cantidad es igual & si misma:

A=A
2) Una cantidad igual puede ponerse en lugar de oti»
igual:
A+B=C
B=M
A+M=C
3) D >s cantidades que son iguales & una tercera son igua-
les entre si:
A=M
B=M
A=B

4) El todousigual & sus partes juntas:
ni, n,p las partes de A
A=m-|-u-j-p
fi) Kl tudo es mayor que cada una de sus parles.
A=iu-f-n

A>m; A>u
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6) Las partes son menores que el todo:
A=m-f-n-f-p
m<;A; m-j-n<”A
7) Sumar cantidades iguales con otras iguales da por ro
sultadq cantidades iguales:
A=M
B=N
A-f-B=M+N

3) Restar cantidades iguales de otras iguales da por resul-
tado cantidades, iguales:

A™M
B—N

A—B=H-~KN

9) Multiplicar cantidades iguales por otras iguales da por
resultado cantidades iguales:

A=M
B=N
a’b=m7n

10) Dividir cantidades iguales por otras iguales dn por
resultado cantidades iguales:

A=M
="\N

*a~ m

B N

11) En general: Si concantidades iguales se liacan opera-
ciones iguales los resultados son iguales.
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NOCIONES PRELIMINARES.

Los numerosy las reuniones de los nameros.

E splicacionks. Cada cantidad numérica considerada como un
todo y en oposicion & otras de la misma especie se llama unidad.
La unidad, sus multiplos y partes se llaman nimeros. Afadiendo
la unidad & la unidad se produce el nimero 2; afiadiéndola uni-
dad & 2 se produce el nimero 3, y asi afiadiendo siempre la uni
dad al numero ya obtenido, se forma la serie natural é indefini-
damente creciente de nimeros: 1, 2, 3, 4,5.... La formacién de
numeros por medio de la unidad se dice numerar, y la de nuevos
pumeros por medio de otros dados se dice cah'ular.

E splicacionks. Entre Ips numeros deben distinguirse:

1. Nuameros cuteros y fraccionario* 6 quebrados. Un nimero en-
tero es un nimero (pie tiene por unidad una cantidad indivisa;
y un nuamero fraccionario es un ndamero que tiene por unidad
una parte de una cantidad. Son numeros enteros los niumeros

naturales 1,2, 3, 4,5 ...., pues tienen por unidad el nimero in-
diviso 1; pero son numeros fraccionarios, por ejemplo, los nime-
ros f...J,3 pues tienen por unidad J, psdecir, una parto
de 1

2. Nameros eonere/os y abstréelos. Im ndmero rom reto es un
numero que tiene por unidad una cantidad denominada por sus
calidades fisicas, por ejemplo, 7 arboles, 13 caballos, 4 luces \a
Dicha calidad sollama la denominacién del nimero concreto. Ul
ndmero abstracto es un numero cilio tiene por unidad la unidad
sin denominacion 6 abstracta. Asi, 3, 125 son nimeros abstractos.

Cantidades concretas que tienen la misma denominacién so
Ilaman homénimas (o//0S==igunl,opo/m==noinbrc); cantidades con-
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oreias que pueden reduciese & la misma denominacioén (por ejem-
plo: peso3, reales 6 metros, centimetros), so llaman luimogtliras
(6/mi=jgunl, ysvot=especieD os cantidades son iguales cuan-
do teniendo la misma denominaoion 6 siendo nl>8trnetns contie-
nen el mismo namero de unidades. 1.a esprqgimi algebraica do
la igualdad que existe entre dos: Cantidades se llama ecuacion
(a=7); la oantidad que est4 & la izquierda del signo de igualdad
(=i) se llama primer miembro de la ecuacién y la que estd & la
derecha segundo miembro do la eonacion. En la ecuacién x-f-7=15
la cantidad compuesta x-}-7 es el primer miembro y el nGmero 15
el segundo miembro de la ecuacion.

E splioaciones. Ademas de esto, los numeros se distinguen en
numeros determinados é indeterminados 6 generales.

1. Los numeros determinados son indefinidos. Para desig-
narlos basta un nimero muy pequefio de signos que se llaman
eif,ras.

0,1 2345,0,78,0.

El signo 0, que se pone con las cifras, annquo no sea mia ci-
fra, se dice cero y designa que las unidades faltan en el lugar que
ocupa. Por los otros se designan inmediatamente los nameros:
uno, dos, tres, cuatro, cinco, seis, nio'.e, ocho, nueve. Por medio de loa
mismos signos se espresau los nimeros enteros mayores que nue-
ve, atendiendo ya al valor absoluto 6 natural ya al valor local de
dichos signos. Escribiendo las cifras 1, 8, 9, 2, 7 en una misma
linea, unas en pos de otras sin interposicién de signo 6 espacio
alguno:

18927
y contando do la derecha a la izquierda, los valores absolutos 6 natu-
rales de las cifras escritas son riete, dos, nueve, ocho, uno; pero con-
tando igualmente de la derecha U la izquierda, la cifra del primer
lugar significa unidades, la del segundo lugar decenas, la dél ter-
cer lugar centenas, la del cuarto Ingerias unidades de mil, la del
quinto lugarlasdecenas demil &a. Asi 18927 significa: una decena
do mil, mas ocho unidades de mil, mas nueve centenas, mas dos
decenas, mas siete unidades; es decir en breve, significa: diez y
ocho mil novecientos veintisiete. (Por este valor local de las cifras,
el valor de cada una de ellas se hace 10, 100, 1000, 10000....
veces mayor, ocupando el 2.°, 3.°, 4.“, 59... .lugar. Paitando enel
ndimero que ha de escribirse las unidades 6 las decenas, 6 las cen-
tenas &a; el lugar de unidades, de decenas, do centenas ica. debo
ocuparse por el signo 0; por ejemplo, en 20300 faltan lasunidades
de mil, las decenas y las unidades y el nUmero escrito significa:
veinte mil ti'escientos. Este método de representar todos los na-
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mcl'os diteros por medio de las nueve cifresy del signo 0 se llamn
dwiniqgl' 6 tCatafy el namero 10 soflama la bari* djelinm-
nidlsibtema.

P6r in3dio de los mismos sigiios puedan escribirse tnmbien
todos los nimeros fraccionarios. La parte deja cantidad (pie cons-
tituye la unidad del n'Gifiérb fraccionario, se escribe, Imciéntio una
taya horizontal.en la linea, en donde se escribe, poniéndo la cifra
1 sobre larayay el niamero que indicala multitud do las pa'rtes
bajo la raya; por ejemplo, ) significa una quinta parte. Dos,
tres, cuatro, cinco, seis, siete___quintas partes, se escriben f, *,

&'ii mponiéndolos nameros correspondientes 1, 2, il, 1..
en lugar de 1 sobre laraya. La cantidad puesta sobre la rayase
dice numerador y la cantidad puesta bajo la raya se llama deno-
minador.

2. Los nimeron indeterminados se espresan por signos gene-
rales, ordinariamente por las letras minudsculas del alfabeto lati-
no 6 griego. Por esto, cada letra asi empleada puedo repiescutur
todos los numeros posibles, pero con la restriccién queen el mis-
mo problema, la misma letra lia de representar siempre el mis-
mo ndmero, y letras diversas nimeros distintos. Porejemplo, cuan-
do en un problema 4 la letra a sebe, atribuido ol valor !), esto
valor 9 debe retenerse para dicha letra a.por todo ol discurso del
mismo problema, aunque otras veces la tal a pueda representar
otro nimero cualquiera.

La parte do la aritmética que trata de los nameros determi-
nados se llama arilmfliea interior, y la que trata de los nameros
indeterminados se llama arilnu‘tieu KU/nrior 6 r/enrral. Por el uso.
recibido en muchos paises, la primera se dice también simplemen-
te sin adjetivo determinante aritmética y la segunda algehra.

NOTA.—La palabra “algebra” es por su origen arabe, sien-
do al=el y gebra—célculo. Por esto se usaba ai principio pa-
ra designar una parto de la aritmética general que ensefia Ii
buscar el nimero incognito por medio do otros conocidos rela-
cionados entre si, por ecuaciones, lo cual es calcular. Pero con
el tiempo osa palabra ful reduciendo masy mas el nombrearit-
mética, . que designa frecuentemente solo la aritmética inferior.

V.

JEsi'LicAciuNi't. - Ojwarit.iiCit (tvi)H(Ikan 6 ul<j(hvicas so llama
todos los diversos métodos de calcular por medio do nimeros a
lili de obtener los resultados que so quieren. Dichas operaciones
pueden completamente ejecutarse cuando los nimeros dados ron
determinados; en el caso opuesto, cumulo los nimeros dados son
indeterminados, las operaciones se ejecutan hasta obtener una for-
ma muy coémoda dei resultado en la cual liimimonto hunde po-
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berse valores determinados en lugar de las cantidades indeter-
minadas. Para hacer posibles tales operaciones, la aritmética tie-
ne necesidud de varios signos de cantidad, de operaci6on y do
relacion.

Signos de cantidad son todos los susodichos de nimero, 6 las
Cifras para los nimeros determinados, y Ins letras minusculas
latinas 6 griegas para los nimeros indeterminados.

Signos de operacion son entre otros los de adicion, sustrac-
cion, multiplicacion y division (£, —, . 6 X, :). Los otros se da-
rdn 4 conocer & medida que se vayan presentando.

Signos de relacion son el signo de igualdad (a=b, a igual a b)
y los signos de desigualdad (a~>b,, a mayor que b";n<”b(, a me-
nor que b").

Y-

E spi.icacioses. La reunion de las cantidades por medio de los
signos de operacion se llama represion aritmética 6 algébrica. Se
llaman términos las partes de una espresiou que van precedidas
6 seguidas del signo -j- 6 del signo -  Asi los términos de la es-
presion a-j-b—c Son a, -j-b, —c. Una tal espresion que consta de
varios términos se dice espresion compuesta, (‘'sanse también las
palabras monomio, binomio, trinomio.... en general polindmio,
segin que el nimero de los términos sea uno, dos, tres. ... va-
rios; a es un monomio, a—b un binomio, a-(-b—c un trinomio.

Toda reunién de .cantidades y espresiones algébricas efectua-
da por medio designos de relacién se llama férmula. Coda for-
mula constituye la espresion matematica de una proposicion 6
verdad que las matematicas ensefian. Asi, por ejemplo,

(a+b) (a—b)=a2—b2

es Urta formula, y la espresion abreviada del teorema: La enmn;
de dos nimeros multiplicada por la diferencia de los mismos da por
resultado la diferencia de los cuadrados de los mismos numeros."

Para designar que una espresion compuesta debe tomarse
como un todo y como un todo Someterse a las diversas Opera-
ciones que han de hacerse de ella, es menester tener cuidado de
encerrar dicha espresion en un paréntesis. Asi a— (b—c) significa,
que lai diferencia b—e debe restarse de a, y el resultddo es a—b-j-c;
pero a—b—c significa que a debe disminuirse lo primero de 17
y después de c.

(fritar 6 resolver nn paréntesis, es: quitar el paréntesisy hacer
todas las operaciones necesarias & fin que el valor de la espresion’
na padezca alteracion.
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VI.

E xplicaciones. La aritmética, pues, tiene por objeto reunir las
Cantidades, unas & otras conforme & las reglas descubiertas, y
conforme & las condiciones de una cuestion propuesta; desarro-
llar en seguida las espresiones algébricas asi formadas, y trans-
formarlas en otras equivalentes y mas acomodadas al calculo nu-
mérico; ademas de esto, en general buscar nimeros incégnitos por
numeros conocidos y dados, estudiar las reluciénos varias y muy
complicadas que existen entre las cantidades, y asi venir & hallar
nuevas leyes y verdades que el entendimiento del hombre nunca
hubiera inmediatamente conocido.

Hay siete operaciones llamadas aritméticas U operaciones do
calculo estrictamente, es decir, la adicion, sustraccion, multipli-
cacién, divisién, formacién de potencias, estraccion do raices y for*
inacion de logaritmos.

§o  1-
Adicion.
E xplicaciones. La adicién es la reunidén de las unidades dé

dos 6 mas nUumeros en un numero nuevo. Efectuar la adicion se
dice sumary por consiguiente:

Sumar un ndmero a & otro & es hallar un ndmero nuevo s,
que contenga tuntas unidades cuantas contienen a y h juntas.

Los numeros ay bBdados para sumar sollaman sumandos; el
nameros, resultado do la adicion se llamasuma. El signo do la
adicion es una cruz derecha (-)-) y se enuncia “mas”.

La espresion artimética do que el ndmero h ha do sumarso
al namero a, y que el nuevo nimero formado es s, tiene la forma

a-f-b= 8
! 7-f5= 12

La espresion a-)- b"so dico suma indicada y el ndmero s

suma real.

A un mismo ndnicro pueden sumarso también varios otros
numeros. Para efectuar esta suma, al nUmero dudo, se suma lo
primero otro nUdmero cualquiera, al resultado obtenido otro uu-
mero &a, cuya operacién puede indicarse del siguiente modo:

a+ b+ c+d~fta+ bj+ cj+d

En una suma todos los sumandos deben tener la misma de-
nominacién, la cual por consiguiente sera la do la suma:
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5 pesos -f- 6 pesos-f- 8 pesos= 19 pesos:
8 caballos'-}- 10 caballos = 18 caballos.

Si las cantidades fiadas tienen denominaciones gno pueden
reducirse & la misma, frecuentemente en la suma indicada, esas
se escriben con sus propias denominaciones; pero la suma real,
después de haber reducido las cantidades dadas & la misma do*
nominacién, debo tener siempre la denominacion comun:

3 pesos-f-4rs.= (24rs.-j-4rs.)= 28 rs. 6 bien
= (Ips-+ iP>X)=i ps

Como las fracciones tienen la denominacion que indican los
denominadores, se signe el mismo modo de escribir:

*tr+rom (¥ + Y+ Y)mmeYe
Pero aqui se escribe también enla sumareal 4-J en lugar
de”™ y esaespresion quiere designar 4 {m

& 2.
Sustraccion.

E splicaciones. Kestar un numero 4 de otro nimero 12, supone
que el nimero 4 se encuentra en el nimero 12 como parte, es
decir, que el nimero 12 sea la suma del nUmero 4 y del nimero
buscado 8. De donde podremos deducirla definicion:

La sustraccion es la operacion que, dada la suma de dos
ndmeros y uno de los sumandos, da el otro sumando. Y
por consiguiente:

.Restar un nimero b de otro aes: formar un nuevo nu-
mero d, que sumado con el nimero 6 vuelva & reproducir
el nimero a

La suma a de la que el nimero b debe restarse, en la sustrac-
cion, se llama minuendo; el sumando dado b, que debe restarse, en
la sustraccién, sellama sustraendo; y el otro sumando pedido d,
resultado de la sustraccion, se llama aqui resta 6 diferencia. El sig-
no de sustraccion es unaraya pequefia horizontal (—) y se enun-
cia “menos.”

Por esto la espresion aritmética que significa que el nimero
b ha de restarse del nimero ay que el nuevo nimero fonnado es
d, se escribe:

a—b=d vy equivale 8 b-f-d= a
9—4=5 1y equivale & 4-{-5= 9
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La espresion a— b so llama diferencia indicada y el numera
d ‘diferencia real.

De un mismo numero pueden restarse también varios otros
ndmeros. A este fin, del minuendo dado, lo primero se resta uno’
de los sustraendos, del resto obtenido otro de los mismos &a. Para
indicar esta operaciéon puede escribirse:

a—b—c—d= [(@a—b)—c] — d

Como la sustraccidn no es otra cosa que lainversion de la adi-
cion, todo lo que se ha dicho cu el pardgrafo precedente sobro la
denominacion de las cantidades que entran en una suma, vale igual-
rnsiifetiLsPec* a la sustraccion.

§= 3.
Multiplicacion

Tuskucacioxes. Siendo iguales todos los sumandos en una Su-
ajia indicad»; la adicion so convierto en multiplicacion.
m"Definicion elemental. Multiplicar un numero a por otro
numero b es: formar un nuevo nimero p quo contieno al
numero a tantas veces por sumando, cuantas el nudraoro b
contiene & la unidad.

7.4=7+7 + 7+ 7j

4=1+1+1 4-11 (1*)
a.b= a+ a+a+ a+ ....bveces= abl
b=1+ 1+ 1+ 1+ ....b veces J (1)

El ndmero a quo debe multiplicarse, se llama multiplicando]
el ,ndmero h por que debo multiplicarse, se llama multiplicador;
uno y otro juntamente toman también el nombro do factores;
el ndmero p, resultado de la multiplicaciéon, so llama producto.
El signo de la multiplicacion es una cruz oblicua (X) G un punto
(i) que se enuncian “multiplicado por.” Estos signos, empleando
letras 6 signos generales de nUimeros, también pueden entera-
mente dejarse.

La espresion aritmética que indica quo el nimero a ha do
multiplicarse por el namero b y quo el nuevo namero formado es:
p, se escribe por consiguiente

«X1), 6 a.b, 6 nb=p
7X4, 6 7.4 = 28

La espresion aX U, a.b, a>so llama producto indicado yot
numero p producto real.
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Un namero a puede multiplicarse .también por varios otros
nameros b, ¢, d. .. A este fin, so multiplica lo primero, el nimoVo
dado por uno do los multiplicadores, después el resultado obte-
nido por otro do los mismos &a. La espresion correspondiente
sera:

nbcd=[(ab) c] d

En un producto indicado de dos factores, solo el multiplican-
do puede tenor denominacion, el multiplicador nunca la tiene; el
producto resultante tieno la denominacién del multiplicando. En
un producto de varios factores solo uno de los mismos puedo te-
ner denominacién, todos los otros son numeros abstractos.

Ejemplo: En cada una de las 20 casas do un pueblo hay 4 ca-
ballos, ;cuédntos hay en el pueblo?

Eesp, Hay 20 veces 4 caballos, es decir, 4.20 0 80 caballos. EIl
numero 4 tiene denominacién, pero el nimero 20 no la tiene,
significando 20 veces y siendo por esto, como multiplicador, nime-
ro abstracto. Multiplicar 4 caballos por 20 casas no tieno sentido
ninguno.

Segun la definicién propuesta de multiplicacién, el multipli-
cador ha de ser nimero entero. Pero el uso recibido permite tam-
bién la multiplicacién porufia fraccién, dandole sentido diferem
te de el de aquella definicion. Conforme dicho’ uso, por ejemplo,
15 multiplicar por U, quiere decir, tomar tres quintas partes do
15, es decir, dividir 15 en cinco partes iguales y tomar tres dees-
tas partes:

15. f= Y+-BE+¥=3+3+3=9

Se haca primeramente una operacion do division y luego la
de la multiplicacion, segun la definicion aniba enunciada.

Como toda ciencia ha de considerar la materia de que trata
de un modo general, pondremos aqui una definicion do multi-
plicacion que contenga todos los casos posibles,

2. Definicion general de la multiplicacion. Multiplicar un
ndimero a por otro nimero b es: formar un nuevo ndme-
ro p de adel mismo modo, que el nimero b estd formado de
la unidad entera.

Distinguiremos los dos casos:

1) El multiplicador b sea un nimero entero. Segun la defini"
cion general es

b= 1-}-1+441-j-1-+.... b veces
de dondea.b = a-|-a-j-a-(-a-j-..,. bveces= p

Pero este es el mismo resultado que hemo3 encontrado arri-
baen (1) estableciendo la primera definicion.

2) EIl multiplicador sea unafraccién ™ cualquiera. Confor-
me & la definicion general, el producto buscado debe formarse de a
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ele lamisma manera que el multiplicador  de la unidad 1. Pe-

ro ee hace de 1 el nimero tomando la n" parte de 1 y po-
niéndola m veces:
m_ 1
n n
Luego se hallara el producto que so busca tomando la nn
parte do a, y poniéndola m veces. Por consiguiente, espresnndo la
parte na do a conforme al modo de escribir las fracciones, tendre-
mos:

41- 1—4—.:."4’—.. .. m veces
n u

m_ )i {n,n,i o~
aln=2 }nzll G4 mveces= o.m= p

El mismo resultado quo hemos encontrado arriba, hablando

de la multiplicaciéon de 15 por  pues poniendoa=lo y —= SO
sacag .m= i15 20,

Luego la segunda definicion es aplicable & los dos casos pro-
puestos, y mas tarde veremos, que ella vale también para todos los
otros cases posibles.

8 4.
Division.

E spucaciones. Dado un nimero como producto y ademas otro
numero como uno de los factores, se halla el otro factor por me-
dio de la division.

Dividir un ndmero apor otro h es: hallar un tercer nu-
mero ¢, que multiplicado por el nimero b, vuelva & repro-
ducir el nimero a por producto.

El nimero aquo debe dividirse, Be llama dividendo; el nimero
b que divide, se llamadivisor; el nimero ¢, resultado do la division,
se llama cociente. El signo de division es (:) 6 una raya horizon-
tal (—)y seenuncia “dividido por.”

Por consiguiente la espresion aritmética quo indica, quo ol
numero a ha do dividirse por 6, y que el nUmero nuevo encontra-
doesc, se escribo

a:b ébien &=c yequivale  a= c.b

18:3 6 bien Ja== ( y cquivalo &4 18= G. 3
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La csprcsion a:b 6 - se llama cociente indicado, y ol nimero-

¢ cociente real.

Puede también un namero dividirse por otros varios. Pura
efectuarlo, el nimero dado se divide por uno de los divisores, ol
cociente hallado por otro da los mismos &u. Dicha operacion
puede escribirse

a:b:c:d= [ia:b):c]:d

La division contiene dos operaciones distintas:

1. * Si el dividendo tiene denominacidn y el divisor la tiene tam-
bién, la divisiéon es ana medida 6 dividir es mensurar, pues se quie-
re saber cuéantas veces el divisor estd contenido en el dividendo.
El cociente, en este caso, es un nimero abstracto y dice: tantas 6
tantas veces. Por ejemplo, dividir 100 pesos por 25 pesos, es pre-
guntar, cuantas veces 25 pesos estan repetidos en 100 pesos. El
numero 4, resultado de la divisiéon, es un nimero abstractoy da
la respuesta pedida: cuatro veces.

2. “ Siel dividendo tiene denominacién y el divisor no la tiene
la divisién es unaformacion de una parle del dividendo, y en este
caso, el cociente como parte del todo, tiene la denominacion del
dividendo. Asi, dividir 100 pesos poi>4 es formar nna parto do
los 100 pesos, que tomada 4 veces equivale & los 100 pesos y gno
serd 25 pesos.

Si el dividendo no tiene denominacion, ni el divisor ni el co-
ciente la tienen.

La razon del todo se deduce de lo susodicho sobre la deno-
minacion de los factores y del producto, en el paragrafo precedente.

§ 5.
j'ormacion ele las potencias.

E si'Licaition'es. Si un producto tiene iguales todos los facto-
res, la multiplicacion se convierte en laformacion de laspotencias.
Formar lapotencia n del nimero a, 6 lo que es lo mismo,
elevar el nimero a & la potencia n, quiere decir: formar un
nuevo namero P, poniendo a tantas veces por factor cuan-

tas n contiene la unidad.

El nimero a que debe elevarse & la potencia, se llama base
Araiz; el nUmero n que indica cuantas veces a debe tomarse por
factor yqueportanto indica elyrado de lapotencia, se llamaespo-
nente; y el nimero P, resultado de la operacién, se llama potencia.

La base, el esponente y la potencia no son sino nimeros abs-
tréelos.
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La formacion do las potencias so indica, escribiendo la bastd
una vez y poniendo el esponeuto & la derecha un poco mas alto
y con letra minascula.

Por consiguiente, la espresion aritmética <pio indica que el
nimero a debe elevarse a la potencia n, y (pie el nimero J* es el
nuevo numero formado, se escribe:

a" =P y equivaled a"~*=.a.a.a.a.... n voces
3P= 243 yequivale43'= 3.3.3.3.3

La espresion a" so pronuncia “a & la potencia 6 bien “a
ala ii," o0 finalmente, “«caima potencia de a" Ademas «,| so Us-
ina potencia indicaday el nuevo nimero formado 1‘ potencia nal 6
valor real de la potencia.

No puede cambiarse la base con el espoliente en una poten-
cia indicada como a*; este cambio da otro valor real. Es por
ejemplo 23=8, 3a= 9. Solo 2'1=4»,

La primera potencia de un numero es el nimero mismo:
al= a; se pone aqui a una vez como factor do 1. La segunda
potencia se dice también cuadrado, la tercera cubo, la cuarta ld<ala-
drado. Por esto se dice también

a2 el cuadrado de a; a3el cubo de a;

a4 el bicuadrado de a.

Si la base es un namero entero 6 fraccionario y el capénente
(como suponemos en la definicién dada) un ndmero entero, cada
potencia tiene soloun valor numérico determinado. Asi tendre-
mos siempre:

= »? Jo J°nde (-) =
De aqui se infiere, que numeros iguales elevados & potencias
indicadas por los mismos esponentes (enteros), no pueden dar

sino valores do potencias numéricamente iguales.
Dado a= b, tera también tix —bx

So «e
Estraccion de raiz.

E si'Ucaciones. Dado un nimero como potencia y ademas otro
como espoliente, so hallara la base por tu estraccion de la raf;.

Hatraer de un ndmero ala raiz del grado n, quiero decir:

formar un nuevo num ro r, (pio elevado a la potencia n
vuelva a reproducir el numero a
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Isor cdfisiguiente, estraer la raiz nal ndamero a es tamicen,
descomponer el namero aen n factores iguales y tomar uno <o
los mismos, que serdr; y r tomado n veces por factor, dara el
namero a por producto.

El ndmero a del que debe estraerso la raiz, nellama crinUdad
subradical 6 simplemente subradical; el nimero n que indica el
grado déla raiz, sellama indice 6imponente radical; y el numero
r, cuya neBiny potencia es a, resultado de la operacion, so llama
raiz.

El subradical, el indice de raiz y la raiz no son sino ndmeros
abstractos.

La estraccion de raiz se indica, poniendo delante del subra-
dical de que ha de estraerse la raiz, el signo \/, que es una r ras-
gada, inicial de radix=raiz: y se escribe en el angulo del mismo
signo el indice de la raiz, es decir, el nUmero que indica la raiz
que debe estraerse. Ademas de esto, debe tenerse cuidado do cu-
brir con una linea horizontal, toda la espresion de quo debe es-
traerse la raiz y que por tanto tiene el nombre de subradical.

Por consiguiente, la espresion aritmética quo designa que la
raiz n ha de estraerse del nimero a'y que r es el nuevo numero
encontrado, se escribe

n fn
-yla=r yequivale A\/r.r.r... nveces= r 6 arll= a

a= 2 yequivaledil/jj .2.2=2 604 238

La primera raiz de un ndmero es el ndmero mismo, \/~=n.
La segunda raiz se escribe sin indice, poniendo solo el signo ra-

2
dical; luego \/"a=y/a.
La segundaraiz se llama también raiz cuadrada, y la tercera
raiz clbica, de modo que se dice

a, raiz cuadrada dea; \/a, raiz cubica dea.

Supuesto que las cantidades subradicales son nameros ente-
ros O fraccionarios y los indices de raiz nameros enteros (los quo
suponemos en la definicion dada) cada raiz no tiene sino un va-
lor numérico determinado. Asi, siempre tendremos:

79 =i; de,donde”=
vl
De aqui se infiere que estrayendo la raiz del mismo indico
a ceintidades iguales, los valores radicales seran numérienmentef
iguales:

X__ X
Dado a= b, sei-4 también V a—\; b.
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8= 7.

Formacion de logaritmos-

E splicacione? Dado nd nimero por potencia, y ademas otro
por base, se hallara si capdnente por laformacion'acl logaritmo, 16
que se dieo también tomar el logaritmo.

Tomar el logaritmo de un ndmero a respecto & otro nime-
ro bes: formar 6 buscar un nuevo nimero /, quo siendo
esponento de b, vuelva & reproducir el ndamero a

El nimero a, que es potencia y do quo se busca el logaritmo,
so llama el NUmero del logaritmo 6 simplemente el NUmero; el na-
mero b, que es base de la potencia, se llama aqui igualmente base:
y el espouente I, que se busca, se llama logaritmo.

El NuUmero, la base y el logaritmo no son sino nameros abs-
tractos.

La espresion aritmética que designa quo el numero | es loga-
ritmo de a respecto & b, so escribe:

1= Mog a yequivalea bl= a
5= 2log 32 y equivale &4 2r= 32

y se pronuncia: |es el logaritmo do a para la base b.

Los logaritmos de numeros iguales y tomados para la misma
base serén iguales; porque si tenemos b; = a, bl= c y a=e, ten-
di'emos talnbien 1=1', luego

si a= ¢, serdtambién ~oga= ;loge
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CAPITULO 1.

ADICION Y SUSTRACCION.

§= 8.

Calidades de una suma.

Conforme ¢ la definicion, la idea deuna suma es que ella lui
de ser el conjunto, 6 la coleccion do todas las partes dadas para
constituir un todo, que es la misma suma. Por consiguiente, la
suma queda bien ejecutada, si contiene todas las partes [dadas,
siendo indiferente el orden de los sumandos, supuesto que todos
existen en ella. De aqui se infiere:

a) La suma ha de contener tantas unidades (enteras 6
fraccionarias) cuantas tienen los sumandos juntos.
b) Para conseguir la suma de varios nimeros, es indi-
ferente que un sumando entre en la suma por primero

6 por ultimo.

Estas proposiciones pueden considerarse como otro enuncia-

do del axioma 4.° “el todo siempre es igual & sus partesjuntas.”
De donde so saca inmediatamente:

1? Los sumandospueden cambiar de posicién, sin que
se altere el valor de lasuma.

a-j-b-y€=a-}-c—+-b= b—+c-f-a=./kvA- (a)
Luego para efectuar la mismasumade los tres nimeros a, b,

¢, puedo cada uno de ellos ser el primero, el segundo 6 el tercer
sumando, lo cual podremos designar por:
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(n+b) + c=(n + ¢)+ b=(b+c)+n = ... (/S)

os decir, que la suma de tres nimeros so puede hacer sumando
primeramente dos de ellos, y luego afiadiendo el tercer numero.
Ordinariamente se dejan estos paréntesis en una suma; pues la
manera de escribir como en (a) indica suficientemente la misma
cosa.
i 2? Un nimero quedara sumado con mea suma, afiadién-
dolo & cualquiera de los sumandos:

(ab-fc) -|-4= (a+d) j-b+ c= a+ (b-fd)-fc= ——(y>

Porque en unoy otro caso el todo contieno las mismas partos

3? Unasuma quedara sumada con un nimero, afiadiendo
cada uno de sus sumandos al nimero dado.

a-j—(b-efd)= a—b-l<-3}d (6)
Porque en unoy otro caso, el todo contiene las mismas partes.

Coeficientes y términos semejantes. Conforme a la definicion
de la multiplicacion, la sumado varios sumandos iguales, noca otra
cosa que un multiplo de dicho sumando. En este caso el sumando
igual se escribe solamente una vez, y delante del mismo se pono
el nimero, que indica cuantas veces dicho sumando igual debo po-
nerse en la suma.

E spticacion, Se llama coeficiente el numero que se coloca
como factor & la izquierda de una cantidad y quo indica
cuantas veces esta debo ponerse en la suma. I)e esto modo
tenemos:

afa)a-|]-a= la

a—.i-f-af—... mveces= m a f (f)

No seescribe el coeficiente cuando es la unidad.
Asi en el binomio 2 a-j”, puede decirse quo b tieno por coe-
ficiente la unidad, pues en efecto 1. b= b.

E splicacion, Scllaman términos semejantes los quo fuera
del coeficiente, son enteramente iguales, y quo por esto cons-
tan de las mismas letras, con los mismos espouentcs, dis-
puestos del mismo modo &a. Son, por ejemplo, soiuejantes

los términos:
a; H-a —a -j-a
az2l> 2a2b; Ja2b; — maz2b
a3xE alx
3) T —% x .Mt . X
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Pero no son semejantes los términos nab, a3b, aba, aba
De donde so deduce:

4? Se hace Ja suma de términos semejantes, efectuando la
suma do los coeficientes que tienen, y escribiendo la su-
ma de los coeficientes encontrada (leiante del término
comun que se escribe una sola vez.

Por ejemplo:.
5a+ a+ 7a= (b+1 +7)a= 13a

2bx2+3bx2-H;bx3= 5-}bx2

Términos desemejantes no pueden sumarse de este modo.

Como razén de uno y de otro puedo asignérsela siguiente:
Das espresiones aritméticas, que tienen coeficientes, son verdade-
ramente las denominaciones especiales de los coeficientes. Asi en
3ay 54, lacantidad aes ladenominacion de3y de 5. Luego, sion-
do iguales las denominaciones de los coeficientes, estos pueden su-
marse (§. 1 Adicién), dando la denominacién coman & la su-
ma de ellos. Pero cuando las espresiones aritméticas, que tienen
coeficientes, no son enteramente iguales, como en los términos de-
semejantes, ellas no constituyen la misma denominacién do los coe-
ficientes, y por consiguiente, estos no pueden sumarse.

Teoremas fundamentales de las diferencias.
Teorema 1. Cuando se suma con la diferencia de dos nameros
el sustraendo, se baila el minuendo.
(a—b)-f-b= a (1)

Dem. La cantidad (a—b) contiene bunidades (enteras ¢
fraccionarias) menos que a; afiadiendo, pues, estas bunida-
des, se bailara la cantidad a

T eorema 2. Cuando se resta de la suma'de dos numeros uno de
los sumandos, se baila el otro sumando.

(a-fb)—b= a (2)

Dem. La cantidad (a—fb) contiene b unidades mas que
a; luego restando estas b unidades, quedara solamente a.
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Teorema 3. Canudo bg resta la diferencia do dos ndmeros del
minuendo, se halla el sustraendo.
a—(a—b)=b (3)

Dem. La cantidad (a—b) contiene b unidades minos‘que
«; luego restando.esa cantidad (a—b) do a, quedaréan estas b
unidades..

E scolio. Un nimero no padece alteracion, cuando se le Rilado
y quita un mismo ndmero.

a-j-b—b = a

s 10.

Teoremas de la3 sumas y diferencias.

Teorema 4. Un ndmero queda sumado con una suma, afia-
diéndolo, 4 un sumando cualquiera (cf. 8. 8. 2).

(@)b)-f-c= (a-l-9-+-b==a (b -(-c) )

Dem. Douno y otro modo, el todo contiene las mismas
partes.

Teorema > Un nlmero queda restado do una simia, restandolo
de un sumando cualquiera.

(a-f-b) —c= (a—c) -f-b= a-}- (b—c) (5)

Dem. El todo se disminuye do ¢ unidades denteras 6 frac-
cionarias) si una do sus partes se disminuye do estas.

T eorema G VUn nimero queda sumado con una diforoucia, su-
maéandole con el minuendo, 6 restdndolo del sustraendo.

(a— b) e= @ ¢—b=a—(b—e) (@)

Dem. a) Se aumenta ade c unidades, siestas ¢ unida-
des so afiaden, y luego restando b de esta suma, so encuen-
tran en el resultado (a-f- ¢) — 1), ¢ unidades mas que en
(a—b).—fi). El numero (b ®-0) contieno o unidades me-
nos queb; luego restando (b—e) do a quedardn c unida-
des mas, que restando solo b do a, os decir, a—(b—e) es
de ounidades mayor que (a—b).
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Teorema 7. Un nimero queda restallo de una diferencia, res-
tandole del minuendo, 6 suméandole con ol sustraondo.

(a—b)—c= (@a—c)—b=a— (b-j-c) ()

Deu. a) Disminuir ade hy luego de c, es disminuir n
de b | * pero del mismo modo disminuir a docy luego do
b, es disminuir a de c-)-b, lo cual es= b-]-c. Por con-
siguiente ser4 (a—b)—c=(a—c)—b.—/?) Disminuir a de b
y luego de ¢, es disminuir aile b -fc; por consiguiente
(a—b)—c=a—(b-j-c).

T eorema 8. Un nimero se aumenta de una suma, afiadiéndole
cada uno de los sumandos en cualquier orden (8. 8,3).

a-j-(b-(-e-j-d) = a-]-b-j~c-j-d=a-j-c-f-b-j-d=. ... (8)
Dem. EIl todo contiene, de uno y otro modo, las mismas partes.

Teorema 9. Una suma se resta de un ndmero, rostaudo cada
uno de los sumandos en cualquier orden.
a—(b-j-c)=a—b—c= a—o0—b

9y
a—(b-f-c-j-d) = a—b—c—d— a—d—b—c= .. J ©

D'em. Como el todo es igual & todas sus partes juntas,,
el todo fTj-j-c-j-d) se habra restado, cuando se habran res-,
tado todas sus partes, es decir, serd

a— (b-j-c-f-d) = a—b—c—d

Notemos que la posicién de los sustraendos en el segun-
do miembro de la ecuacion, 03 la misma que la de los su-
mandos, en la suma b-j-c-j-d. Pero sin alteracion del valor,
de esta suma, los sumandos 6, ¢, d, puedon cambiar la po-
sicion en la suma; por consiguiente lo podran igualmente
los sustraendos & la derecha del signo de igualdad, es decir,,
sera

a—b—c—d=a —d—b—c=t.__

Teorema 10. Se suma una diferencia con un nimero, suman-
do el minuendoy restando el sustraendo en un orden, cualquiera.

a-f-(b —c¢) = a-j-b —c= a— c-j-b (10)
Dem. Sumando con a el minuendo b, la suma a-j-b con-

tiene ¢ unidades mas de lo que se ha pedido; pues liabian
de restarse ¢ unidades menos que b unidades; por consi-
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guiente, estasc unidades quedaran para restarse, y lasuma
pedida seré a-j-b—c, locual es=a—c-)-b. [T 5]

Teorema 11. Se resta una diferencia de un nimero, restando
él minuendo y sumando el sustraendo, en un orden cualquiera.

a—(b'—c)=n — b-]-c= a-(-c—h. (11)

Dem. Restando solobden, el resto serd doe unidades
menor que el pedido, porque babian de restarse ¢ unidades
menos que b unidades; luego dichas ¢ unidades quedaran
pura afiadirse & la diferenciaa—b y serd a— (b—c;=a—L-fc,
lo cual [T. G esigual & a-f-c—b.

Teorema 12. Una diferencia quedara sumada con otra dife-
rencia, restando do la suma do los minuendos, la suma de los
sustraendos.

(a—b)+ (—d= (a-j-c)— (b-fd) (12)

Dem. Sumando solo a con ¢, la suma a+ ¢ tendrd
b y d unidades mas dolo podido; porque el un sumando
es do by el otro de d unidades menor que ay c. Luego
quedaran para restarse by d unidades, es decir, la suma
(b-fd): de donde (a—b) -f (c—d) = (a-fe)— (b+d).

11.

Adicion y sustraccion de polinomios.

Teorema 13. Para restar una suma dada de otra también
dada, todos los términos de unay otra pueden escribirse en un
orden cualquiera, dejando el signo -f & los términos do la suma,
que representa el minuendo, y dando el signo— & los términos
de la suma que representaba el sustraendo.

(a-fb-fe)—(m-fn-fp)=a—m-fb-fc—p—u =.... [13]
Dem. En virtud do [T. 9] tenemos:
(a-fb-fc) —(m-fn+p) = a+b+c— m—n—p
Pero el nimero m, que liade restarse de la suma a +b -fe,
puedo restarse de cualquiera de los sumandos |T. f>); por

consiguiente el nimero m puedo tener todas las proposicio-
nes posibles entre los sumandos a, b, c. Lo mismo vale res-
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pecto ¢(lolos otros sustraendos, n,p. Ademas (lo esto, se-
gun [T. 9], los sustraendos pueden colocarse como se quie-
ra y también loa sumandos a b, ¢ &a.

Escolio. En todo polinomio, los términos pueden cambiar
de lugar como se quiera, solo dejandoles sus signos:

a—b+c—d—e+f= a+c—d+f—b—e=....
Se infiere inmediatamente de lo acabado do demostrar.

Teorema 14. Todo polinomio, cuyos términos tienen signos
distintos, puede escribirse Como diferencia de dos sumas, la pri-
mera de las cuales tiene todos los términos que estaban afectados
del signo +, y la segunda todos los que estaban afectados del
signo —.

a—b—c+d+f—g=(a+d+f)—(b+c+g) (14)

Dem. Resolviendo los paréntesis, y empleando & esto finel
T. 13, se bailard el primer miembro de la ecuacion [14.]

NOTA. Cambiando la posicién dé los términos puede hacer-
te; que los primeros tengan el signo —, 6 que den un resultado
que tendria el signo—. Por ejemplo:

15—8+3 —4

puede escribirse— 8+15~—4+3, en donde 8 tiene el sigho—,
6 bien 3 —8+15 — 4, en donde los dos primeros términos 3—8
dan elresultado 3—3—5=— 5, que tiene también el signo—.
Acudiendo un numero bastante grande, por ejemplo 100, ten-
dremos sin duda las igualdades [T. 13y 14] :

100+15 — 8+3 —4= 100 —8 +15—4+3=3 — 8+15 — 4
do modo que ¢beba manera deinverth- el orden de los términos
sera también permitido.

Corolario. Un polinomio que tiene términos semejantes pue-
de siinpbficarse observando estas reglas:

Regla I. Si los términos semejantes tienen el mismo
signo, se ¢lapor coeficiente & taparte literal comdn, la
suma de todos los coeficientes, con el mismo signo (pie te-
nian [cf. 8, 49]

2x + 3x+ Ix+ x= (2+ 3+ 7+ 1)x= 13x

—8x — 2X — 4Xx—3x= — (8+2+4+3)x= — 17X
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jorque, en el segundo caso estan para restarse 8y 2y 4 y 3 cnntil
dades de la misma denominacién» es decir» estd para restarsi
(8-f-2—4—£3)x; por consiguiente el resultado sera

— (8+2+4+ 3) x= — 17x

Regla Il. siios términos semejantes tienen signos dis-
tritos, se sumaran separadamente los que tienen él signo
+, y losque tienen él signo — , serestara el menor de los
nuevos coeficientes encontrados del mayor, se pondra al
resto el signo del mayor,y el coeficiente asi obtenido, es el

ele taparte Ulcral comun a todos los términos.

3 4—2a+5a—Ga+4a
=(3+5+4) a—(2+G)a=12a—8a=4a.

2 b+ 3b— Gb+5 b—10b
=(2+3+5) b—(6+10) b=10b—1Gb =—Gb

Teorema 15. Un polinomio se suma con tin nimero, ponien-
do detras del nimero dado todos los términos del polinomio coll
bus signos propios, y dando al primero el signo +

A+ (a—b—*c+ d—e+f)= A+a—b—c+ d—c+f (15)

Dem. Variando el orden de los términos en el polinomio
dado y empleando el teorema 14, tendremos
A+ (a—b—c+dre+f)=A+[(a+d+f)- (b+c+e)]
=A+(a+d+i)—(b+c+0O) [T.10]
=A+a+d+f—b—c—o [T. 9]
=A+a—b—c+d—e+f [T.13j Esc]
Teorema 1G Un polinomio se resta de un ndmero, ponicudd

detras del nimero dado todos los términos del polinomio con sig-
nos contrarios, y dando al primer término el signo —j

A—(a—b—c+d—e+f)= A —a+b+c—d+e—i [IGj

Dkm Usando los mismos razonamientos tonomos IT. 14/
T.11, T. 9]

A—(@a—b—c+ d—c+ f)

=A—[(u+d+ f)—(b + c+ 0)]=A—(s+d-ff)+ (b+c t)
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=A—a—d—f b--c-fé= A—a-fb-fc—d-fe —f
Corolario. Si A es también polindmio, el resultado de la adi-
cion 6 sustraccion, frecuentemente se simplificara, reduciendo los

términos semejantes de los dos polinomios.
Por ejemplo:

A. Sumar los polinomios:
2a2-f3a2-f5b2; 4a24-Ga2b—6b2; 2a2b—2b2-f3a2

Regla |I. Se escriben lospdlindniios unos debajo de
otros, ordenandolespor los términos semejantes, de modo
que estos estén en una columna vertical:

2a2+ 3a2b+ 5b2
4 a2-j-6 a2b— 6 b2
+ 3a2+2a2b—2b2

suma: 9a2+ 1la2b— 3 b2

efectuando la suma decada columna, segun las reglas da-
das en él corolario del T. 14.

Podran también colocarse los términos semejantes en parén-
tesis separados, calculando como se sigue:
(2 a2+ 4 a2 -f-3a2)+ (3a2b-f 6a2b-j-2 a2b)
4- (5b2—6b2—2b?2)

=(2 + 4-t-3) aa+ (3+6 + 2) a2b-f (5-6-2) b2
= 9a2-f11 a2b—3b2
B. Restar del polinomio

5 z2—8xy4"'3yz el polinomio3xy4-4z’—6y z

Regla Il. Se escribe él polindbmio que es sustraendo,
debajo del que es minuendo, y mudando todos los signos
delpolindmio sustraendo, este se sumara con elpolinomio
minuendo.

5z2—8xy 4-3yz
4224-3xy —6yz
- - +

z2—11 xy-j-9yz
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Regta IlIl. Si se han derestar variospolinémios de
la suma de otros, se escribiran todos, unos debajo de otros,
ordenandoles por los términos semejantes, y dando & todos
los términos de lospolinémios que deben restarse, el signo
contrario, y luego todos se sumarane

Ejemplo. Restar los polinémios:

x+3y + 2z ; 2x —3y —5z
de lasuma de
4X+6y—z ; 9y —Gx+3z
Tendremos:
4x+ 6y— z

—Gx{9y -3z
— x—3y—"2z
—2x-}3y -f-5z

Resultado: —5x+15y+ 5z

§= 12.

El uso de los paréntesis.

En virtud de los teoremas establecidos, es preciso atender &
las reglas que deben observarse respecto & los paréntesis:

1.° Si inmediatamente delanto de un paréntesis se encuen-
tra el signo +, el paréntesis puede omitirso sin mudar
los signos + y — contenidos en él.

A+(3xy —4z)=A+3xy —4z
2? Siun paréntesis va precedido del signo —, el paréntesis
se quita, mudando todos los signos+ y —, que estan
dentro del mismo.
A— (X3—2y +z2)=A —x2+2y —z
3.° Si después do un signo +, sopone un paréntesis, todos
los signos que entran en el paréntesis quedaran los mis-

mos.
A+ m+ p3—qg=A + (ni+ p2—q)
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4? Si después do un signo—, se pono un paréntesis, todos
los signos que entran en el paréntesis se mudaran en los
/ contrarios.

A--m+ p5—q=A— (m—p’+q)

NOTA, Si delante de un paréntesis 6 do una cantidad
(que esla primera en el paréntesis) no hay signo ningu-
no, lafalta del signo equivale al signo -f-.

5“ Si hubiese paréntesis encerrados dentro de otros, prime-
ramente se quitaran los paréntesis osteriores, y luego loa
interiores.

§. 13.

De los numeros positivos y negativos.

E splicacioneb. Un numero se llama positivo, si es dado para
aumentar; élse llama negativo, siesdado para.disminuir, y él se lla-
ma absoluto, sies dado fiipara aumentar ni para disminuir.

Por ejemplo, cuando habia al principio 10 unidades (pesos,
hombres &a.) y después con ellas se han reunidas otras tres unida-
des, y finalmente todo este nimero se ha disminuido de dos uni-
dades, tendremos la espresion

10+ 3—2

en la cual el nimero 10 es absoluto, no diciendo por si mismo rela-
cion ninguna con otrosndmeros; pero el nimero + 3 espositivo y
el nimero — 2 es negativo; los dos Gltimos lo son, si se loman con sus
signos; pues sin signo, no quieren decir ni aumentar ni disminuir.
Obsérvese:
1. ° Unasuma 6 cualquier polinomio nopuede tener mas de U
término absoluto, que es el prlmero pues todos los otros términos
estaran afectados del signo + 6 del signo — 2

2. a Eltérmino absoluto de unpolinomio cualquiera puede tomar
el signo +. Por ejemplo, sera

10+3-22 —+ 10+3 —2

Porgue el término absoluto, aunque no sea dado para aumen-
tar, puede sin embargo considerarse como sumando de cero, que SO
presupone antes de todo numero, 6 se puede escribirasi parain-
dicar generalmente quese haformado una cantidad y que ella ha
crecido hasta 10.
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30 Frecuentemente la definicion do un numero negativo so
enuncia de esta manera: Un nimero negativo es el resultado de una
sustraccién, en la cual el sustraendo es mayor que el minuendo. Da»
do, por ejemplo, el nimero 8 para restarlo del ndmero 5, la sus-
traccion no puede efectuarse completamente, pues tenemos
5—8=5—5—3= 0—3= — 3 Luego el nimero 3 queda
indicado para restarse 6 disminuir & otro nuamero si lo liay. Tal
nimero — 3 es verdaderamente un numero negativo. Pero dicha
definicion no es general, porque no hay semejante definicién jtara
los nimeros positivos, loque por la oposicién dolos numeros po-
sitivos y negativos seria necesario, y podremos decir solamente
que el numero negativo puede ser el resultado douna sustrac-
cion, en la cual el sustraendo es mayor que el minuendo y en cu-
yo caso no hay numero, de que puedo restarse.

4.° A pesar de esto, ladefinicion que hemos dado arribado
los numeros positivos y negativos, solo enuncia generalmente,
que dichos numeros son dados para aumentar 6 disminuir, y
no indica cual nimero hade aumentarse 6 disminuirse, haciendo abs-
traccion del mismo. Al emplear las Matematicas en la solucion do
problemas, que tienen numeros absolutos y denominados, los nd-
meros positivos y negativos se refieren & aquellos como & la baso
del célculo. Pero las Matematicas puras que hacen abstraccion
de las denominaciones, hacen también abstraccion do los name-
ros absolutos, considerando todos los niUmeros que entran en el
célculo, como dados para aumentar 6 disminuir, Esto modo do
considerar los nimeros, como pronto veremos, ofrece grandes
ventajas y atribuye una ostensién mayor a todas las reglas do la
Aritmética. Acpii solo notamos quo hay partes muy importantes
de las Matematicas, como la Trigonometria, cuya existencia su-
pone necesariamente dicha abstraccion. Ahora vamos & esplicar
como esta abstraccion puedo efectuarse y cudles son las causas
de emplearla.

50 Sean dados para restarse los polinomios

a—2b+c 1 (=8
2a—3b—4c LJ

el segundo del primero. Conforme 4 las reglas establecidas, ten-
dremos mudando los signos del segundo y sumaudo:

a—2 b-fc
42a—3b—4c
— 4+ +

—a-f- b-f-5¢
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Suponiendo cjue b sea un nimero muy grande, el primer po-
linomio tendrd un valor negativo; lo mismo vale respecto al se-
gundo polindmil, y bastara & este fin que 4 esea;>2a— 3b.
Las reglas basta, aqui establecidas suponen que el minuendoy el
sustraendo de una sustraccion sean nameros absolutos y ademas
que el minuendo sea mayor que el sustraendo. Por consiguiente,
la sustraccion de los polinomios dados, no podra efectnarso ob-
servando las reglas con rigor, cuando no sabemos si dichas supo-
siciones son verdaderas. Pero, calculando con nimeros indetermi-
nados, como aqui, es muy dificil determinar los casos de ser aplica-
bles 6 no aplicables los teoremasdados. En el ejemplo propuesto, pa-
ra poder usar las reglas dadas, deberan cumplirse las condiciones
siguientes:

en el primer polinomio a-f-c]>2b

en el segundo polinomio 2a>3 b-f-ic
Ademas: el ;primer polinomio j>queel segundo, 6
a—2b-f-c> 2a—3b—4c es decir
a<fb ¥5¢c¢

De otra parte, tales diferencias ocurren frecuentemente en el
célculo, y es preciso efectuar con el resultado obtenido nuevas
operaciones, por ejemplo, las de la multiplicacién, division &a.

Sin embargo podremos afirmar que el resto que hemos encontra-
do en lasustraccion (a) en todo caso es verdadero, aunque sean a, b, ¢
nimeros cualesquiera. Afiadiendo las cantidades absolutas A y A’
4 los polinomios dados, de modo que tengamos los nuevos pobnoé-
mios:

A+ a—2b-fc )
A-f-2a—3b—4c j w

la sustraccion se convertird en la siguiente:

A -(-a—2b-j-c
A' -j]-2a—3b—4o0
- + + (ft)

(A—A") —a+ b-f5¢c

Podremos sin duda suponer Ay A' tan grandes, que el pri-
mero y el segundo polinomio se bagan absolutos, y ademas, A
en comparaciéon de A' tan grande, que el primer polinomio sea
mayor que el segundo. Esto supuesto, las reglas dadas pueden
aplicarse y el resultado de (/S) serd verdadero, cualesquiera que
sean los valoresde a,by ¢ Por otra parte, restando solo A' de-
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A, el resultado (A—A-'j serd también verdadero y conforme U las
reglas. Luego, siendo verdadera toda la sustraccién en (/i) y ado-
rnas una parte de la misma, serd también verdadera la otra par-
te de la misma, es decir la sustraccion, que hemos efectuado en
(«), cualesquiera que sean los valores de a,by o. De donde se in-
fiere igualmente que el resultado de la sustraccion do polino-
mios absolutos no padece alteracion, si suponemos que todos los
numeros que los constituyen se hagan positivos 6 negativos; por-
que suponiendo en (a) cumplidas todas las condiciones que he-
mos mencionado arriba, el resultado noes otro que el que esta
en (/S). Luego en el ejemplo propuesto, el calculoque valepara na-
meros positivos y negativos, vale también para absolutos.

Finalmente, podremos prescindir de las cantidades absolu-
tas Ay A' que estan en (fi), como do cantidades que siempre su
presuponen; pero ellas serdin muy necesarias al establecer las
reglas que deben seguirse, calculando con numeros positivos y
negativos.

G Conesto so ve, que el calculo con nimeros positivos y negati-
vos, en elfondo no es otra cosa, que un calculo que trata las expre-
siones ocurrentes como las Ultimasparles depolinémios, prescindiendo
de las primeras partes de los mismos, que contienen los nime-
ros absolutos, y con las cuales hubiesen do ser reunidas. Lue-
go, para hallar reglas seguras é indubitables para tratar los nimeros
positivos y negativos, espreciso notar las reglas que siguen las Ultimas
parles de lospolinébmios, cuando estosse suman, 6 restan, 6 multipli-
can <ta

7. ° Hay cantidades concretas que por si mismas tienen tal
relacién con otras, que no pueden entrar en un problema sino ba-
jo la forma do numeros positivos & negativos. Por ejemplo, si
una persona tiene de pedir 1000 reales y otra debe 1000 reales; si
un reloj seadelanta cada dia 10 segundos 'y otro por el contrario
se retrasa 10 segundos; si un acontecimiento sucedié 200 anos des-
pués de Jesucristo y otro sucedié 200 afios antcs de Jesucristo: so
comprende perfectamente que una de estas cantidades deben en-
trar en el mismo célculo con el signo-f-, y las otras con el signo —.
Tales cantidades se dicen opuestas 6 contrarias, las unas aumentan y
las otras disminuyen un nimero absoluto que se presupone. Ob-
servemos sin embargo, que no solo estas se usan como positivas 6
negativas; pues, como toda cantidad, segun la definicién do la mis-
ma, puede aumentarse y disminuirse, es necesario considerar & tuda
cantidad como susceptible de. crecer en dos sentidos contrarios, es de-
cir, de otra cantidad positiva 6 negativa de la misma especie, de las
cuales una la aumentard y otra la disminuira.

8. ° Afiadir el ndmero -j- 3 al nimero 100, no es otra cosa quo
aumentar el nimero 100 de 3, porque +3 se afiado solamente pa-
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la aumentar. Designando lapalabra “afiadir que es io misino giH
“sumar,” por el signo se encuentra

100 + (+3)=100 4- 3 ()

Afadir el nmero —3 al namero 100, es disminuir el nUme-
ro 100 de 3; porque el numero —3 os solamente dado paradis-
minuir. Por consiguiente

100+ (—3)= 100 8 (d)
Do donde se saca generalmente

+ (+»)=+ 0 f /b\
)=—a ) ©

Coito el signo + designa que un numero es parte de una su-

ma 6 de un todo, se infiere también que el nimero — 3 & la derecha

de la ecuacion (d), puede considerarse como parte de un todo 6 de und
suma, la cual designa elprimer itiientbro de la misma ecuacion.

90 Siendo 100 + 4 + 100 +5, serd también 100 + (+ 4)
+ 100 + (+5), y como la parte 1<0 es toroun & los miembros
de esta desigualdad, se infiere que la segunda parte del primer
miembro sera menor que la segunda parte del Segundo miembro,
es decir
+4<+5 )
y en general tendremos:

+1<+ 2<+3<+4<+ 5<+G<+ 7....

es decir: de los nimeros positivos son mayores los fjue tienen
mayores valores absolutos.

De semejante modo es 100—8+100—7 6 bien 100 + (—8)
+100 + (“-7). y siendo el nimero 100 comun & los dos miem-
bros dela desigualdad, sera

—8 < —7
y en general tendremos:

—8+ —7+ —G<—5+ —4+ —3+ —2+ —1 (9)

es decir: Délos nimeros negativos son mayores los que tienen
menores valores absolutos.

Finalmente tenemos 100 — 3 + 100 + 100 + 3, 6 bien
100+(—3) <100 + 0+ 100+ (+3)

de donde
—3+0 + + 3
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es decir:
1) Cero es menor que un nuniero positivo cualquiera.
2) Un ndmero negativo es menor que cero, y cualquier
ndmero positivo.
Se dice que cero es el limite entre los mimaos positivos
y negativos, siendo menor que toda cantidad positiva y
mayor que toda cantidad negativa asignable.

Si escribimos los numeros positivos y negativos en una linca
horizontal, ordendndolos por su magnitud, tendremos la serie a~
gébriea délos numeros:

—.... —4,—3,-2,-1, 0,+ I,+2,+3,+4... .+ ©

cada numero que estd mas & la derecha, es entre ellos mayor.

§= 14.

De los. nUmeros algébricos.

E splicaciones. 1o Como una suma, asi también un polinomio
mue tiene signos distintos, puede considerarse como un todo, coyas
partes sontos varios términos tomados ron sus signos. Asi las par-
tes del polinomio

A—a—b-f-c
seran A —a —b,-j-c
do las cuales unas aumentaran y las otras disminuirdn el nime-
ro absoluto A. Designando por ejemplo, el valor do la hacienda
y plata que tiene un sujeto, por el niUmero absoluto A si el
lia de pedir & otro 100 ps, pero ha do pagar 20 ps. U otro, y
aun tercero 200 ps., y luego pagar & un cuarto 150 ps., & un quinto
Q0 ps., la suma del todo, que realmente posee, sera
A+100—20+200-150—00
y las partes de su hacienda total seran
A, +100, —20, -]-200, — 150, —00

Si so prescinde del nimero absoluto A, encontraremos el <»
menté actual de su posesion:
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+100 — 20 + 200 — 150 — 00

las partes+100 y + 200 la aumentan realmente, las partes—20,
—150, —60 la disminuyen.

Por consiguiente, designando por el signo-J-, el que una par-
te se afiade & otra, tendremos [cf. § 13, 8.° ecuaciones (e) ]:

Ata—b—c= A+ (»)-(-(—b)-F- (—c) [m]

cuya espresion puede leerse de este modo:

Al nuamero absoluto Ase afiade el nimero a pnraaiimcnlarh,
luego se afiade al mismo el nimero b para disminuirlo, después se
afiade el namero ¢ para disminuirlo &a.

Del mismo modo sera con signos contrarios:
A—a-f-b+c = A+ (—a)+ (+b)+ (-fe) [n]
y por consiguiente las dos espresiones
A+a—b—c
A—a-)-b+ ¢
pueden recibir la forma de una misma suma
A+ (xa)+ (+1>)+(+e)

tomando los signos superiores para la primera y los signos infe-
riores para la segunda espresion.
Poniendo

+a=a'; +b=b"; +c=c’'

denwdo que las cantidades a',b',c’, tengan el sentido de aumen-
tard disminuir ensimismas, sin designarlo por un signoparticular,
la suma

A+a'+b'+c’
no solo designarad las dos supuestas espresiones, sino una grando
multitud de otras espresiones, es decir, todas las combinaciones
que pueden hacerse con los términos a, b, ¢, variando sus
signos en todas las maneras posibles. Abstrayendo del numero
absoluto A, el polinomio
-fa'+b'+c"'

designard los pobnémios:
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a b -f-c
a-f-b—c
a—b o
a—b—o
—a-f-b ¢
—a-)-b—o
—a—b ¢
—a—b—o

Dicho polinomio designarg, porejemplo, ol primero do estos
polinomios, si todas las cantidades a', b', ¢', son positivas, y el
altimo, si todas son negativas.

Con esto se ve, quo emplear espresiones tan generales como
la espresion a'-|-b'-f-c', serd do una grande utilidad; pues su-
puesto que se ha demostrado un teorema 6 resuelto un proble-
ma para tal espresion, el mismo teorema 6 la misma solucién 11o-
gard & valer para todas las formas particulares que contionou.

2.“ Esplicacion. Numeros, como los de arriba, a', b’, c'
que pueden representarjuntamente los nimeros positivos y negatlvos
y en lugarde los cuales, por consiguiente, pueden sustituirse to-
dos los nimeros indeterminados y determinados con los signos
-f-y—, se llaman nimeros algébricos 6 algebraicos. Un polinomio
cualquiera que contiene numeros algébricos, como el do arriba

a'-|-b'-f-o’ 6 bion
2aJb—3 bc+Sa’b*—Ile*

suponiendo que a, b,y ¢ son susceptibles do valores positivosy ne-
gativos, su llama suma a'gcbrica, aunque hay signos negativos en
el mismo-

En general, toda espresion cualquiera, si esta compuesta de na-
meros algébricos, se llama espresion algébrica 6 algebraica; g todas las
otras espresiones, que tienen letras no susceptibles de valores positivos
y negativos, por Oposicion se llaman espresiones aritméticas ¢ absolutas.
Un polinomio aritmético 6 absoluto supone también, que el valor
del todo sea mi numero absoluto.

E | célculo con nimeros algebraicos se llamapropiamente A1-
okiiha; luego el Algebrano es sino una parto dola auitmatica
censual, que trata de todos los numeros y frecuentemen-
te usa del Algebra para hallar las calidades de los nameros
absolutos.
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§= 15.

Adicidn y sustraccion de las cantidades algebraicas-

Notamos que las definiciones de la adicion y sustracciéon quo

hemos dado enlos 8§ 1y 2, para los nimeros absolutos, valen tam-
bién para los nimeros positivos, negativos y algébricos.

Teorema 17. Un nimero positivo 6 negativo queda sumado,

con otro, afiadiéndolo al otro con su signo propio; y un namero po-
sitivo 6 negativo queda restado de otro, afiadiéndole al otro con.
signo contrario.

Designando por a un numero absoluto, sera -(-a un namero,

positivo, y —a un ndmero negativo, y se tiene quo demostrar que:

'‘mK-HI)=-J-a > —(+a)=—a
+(—a)=—a,; —(—a)=+a
Dem. 1" usando los polinomios (cf. § 13, K.° 0):
A+(A'+a)=A+A'+a ; A—(A'-fa)=A—A—a
A+ (A'—a)=A+A—a; A-(A'—a)=A—A'+a

Respecto al nimero a, los primeros miembros de estas
ecuaciones enuncian, que -f-a 6 —a ha de ser sumado con A
6 de ser restado del mismo; y los segundos miembros dan
el resultado de la operaciéon. Haciendo abstracciéon de los
ndmeros absolutos A y A’ se sacan las ecuaciones (17).

Dem. 2” usando las definiciones:

rr) La espresion A -j- (-(- @) significa que el nUmero adehe afia-
dirse al nimero Apara aumentarle, lo que no es otra cosa que
aumentar el nimero A de a y se designa por A -J-a. Pero
si A-f-(-f-a)=A -fa, serd también -j- (-fa)= -J-a

(i) La espresion A——+{—a) significa que el nUmero a dehe afia-
dirse al niamero Apara disminuirle, lo que no esotra cosa
que disminuir A de a y se designa por A—a. Pero si
A - (—a)=A—a, serqd también -j- (—a)= — a.

y) La espresion A—f-j-a) 6 restar (-)-a) de A, supone que
(-f a) esta contenido como parte enuna cantidad, cuyo,
valor es A, y quiere decir que esta parte debe quitarse,,
separandola de la otra. Pero
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A=A—i-f n=(A—a)-f(+1) segun a)
j si soquitala parto (-}-a), quedara (A—a), es decir, tefio-
e A—(-j-a)=A—a ; luego— (-fa)= — a
*>) La espresion A—(—a) 0 restar (—a) de A, supone que
(—a) estad contenido como parte en una cantidad, cuyo

valor os A, y quiere decir que esta parte debe quitarse, se-
parédndola de la otra. Pero

A=A-f-a—a=(A-]-a)-]-(—a) segun fi)

y si se quita la parte (—a), quedara (A -f a), es decir, tenc-
mosA—(—a)=A-j- a; luego —(—a)= Ja

Corolario 1. Seinfiere:

+ [+(+a)]=+[+a]=+a ; -[+(+a)=-[+ta]=-a
+[+(—)]=+[—al=—a; —[+(—a)=— a]=+a
+[-(+a)l=+[-al=-a = -[-(+a)=-[_al=+a
+[—(—a)]=+[+a]=+a a)=—[-fa]= —a

Podremos aqui establecer la regla general:

Si una cantidad es afectada de varios signos, el signo
que resulta serd +, cuando todos dichos signos son +, 6
el nimero de los signos —, es un ndimero par; pero el sig-
no que resulta serd —, cuando el nimcio de los signos —,
es un ndmero impar.

Corolario 2. Suponiendo en
a'+ b'—c'

que las cantidades a', //, <, sean numeros algébricos, los sig-
nos de los términos no se mudaran, sustituyendo valores positi-
vos en Ingar de las mismas; peroles signos délos términos so
convertirdn en los contrarios, si se sustituyen valores negativos.
Poniendo

tendremos:
<+a)+(+b)- (+s) =a-f-b—c

Pero liaciendo
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tendremos:
(—a)+ (=b)—(—c)= —a—b+c

Corolario 3. Se infiero que todo lo quo se ha dicho do la po-
sicion de los términos en un polinomio absoluto [8. 11 T. 13 escol.
y T. 14 nota] vale también si los términos son algébrioos. Porque
en el polinomio algébrico

a'-)-b'—c’

el valor de cada término tomado con su signo finalmente es po-
sitivo 6 negativo y equivale & un nimero absoluto con el signo
-f- 6 —. Pero sabemos que tales términos pueden cambiar de
lugar como se quiera.

Teorema 18. Una suma algébrica queda sumada con un nu-
mero cualquiera, poniendo después del nimero dado todos los
términos de la suma algébrica con sus signos propios, y dando al
primero el siguo-f- [Cf. T 15].

P+(a—b—c+d)=P+a—b—c+d 118]

Dem. Afadir al namero P, todas las partes -f a, —b,
—¢, -(-d,de la suma, es afiadir toda la suma. Por consi-
guiente tenemos

P+ (a—b—c+ d)=2+ (+a)+ (-b) + (-a) + (+ O)

lo que es (T. 17):
P f-a—b—c--d

Teorema 19. Una suma algébrica se resta deun ndamero cual-
quiera, poniendo detras del nimero d ido, todo3 los términos del
polinomio con signos contrarios, y dando al primero el signo—
(Cf. T.Ifii.

P—(@—b—c+d)=P—a+b+c—d [19]

Dem. Quitar del nimero P todas las partes -j-a, —b, —c,

-]d de la suma dada, es quitar toda la suma. Por esto, el res-
to pedido seréa:

P —(+a)—(—b)—(—c)—(Fd)= P—afb]-c—d

Corolario 1. Los teoremas 15 y 16 no son sino casos parti-
culares de los teoremas 18 y 19.

Corolario 2. Las ecuaciones
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(m+n)+(x+y)=m+ii+x+y [«]
(m-fn)—(x+y)= m+n—x—y \ft]

y todas sus semejantes que tienen en el segundo miembro ei re-
sultado de la operacion indicada en el primero, no valen solamen-
te, sim, n, X, y son nuameros algébricos cualesquiera, sino también
si se sustituye

m=+an=j_b x=+c, y=+d,

en donde a, b, ¢, € son numeros algébricos, es decir, se jjermita
sustituir en lugar délos nimeros algébricos de una represion algébrica
cualquiera, otros numeros algébricos con signospropios; porque, por
ejemplo m, en unoy otro miembro de la ecuacién (a) es suscep-
tible de todo valor positivo 6 negativo, pero -j-a finalmente es
positivo 6 negativo, y —a negativo 6 positivo.

Corolario 3. Las ecuaciones («) y (ft) contienen como casos
particulares los teoremas 1—3 y 9—12, los cuales se demostraran
i en general para todo valor de a, b, c, d.

1" Poniendo m= a, n= — b, x=b, y=o0 dard n)
(a—b)+b=a

2° Sustituyendo m=a, n=b, x=b, y=o0 se snca de i)
(a+b)—b=u

30 Haciendo m=a, n=o0, x=a, y——Db se deduce ft)
a—(a—b)=b

90 Siso poue m=a, n=0, x=b, y=c, soinfiero do ft)

n”_(b-j-c)=a—b -c

10° Para m=a, n=o, s=b, y— ¢, se saca do a)
a-|-(b—c)=a-{-b—c

11” Poniendo m=n, n==0, x=b, y= —c se sigue de ft)
a—(b—c)=a—Db-f-c

12” Finalmente si m=a, n= b, x=c, y= —ddara o)

(a-b)-f-(c—d)=a-b+c-d=(tt-fc)--(b+d)  [N. 9]
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Por tanto, todos los teoremas sobre las amnns y diferencias,
y también sobre los polinomios que estaban establecidos solo
para los nimeros absolutos, valen también para los nameros
algébricos. Porque los otros teoremas 4—8 y 13—14 tratan sola-
mente de la posicion de los términos, de la cual, respecto & tér-
minos algébricos, se ha dicbo lo necesario en el corolario 3? del
teorema 17.

El uso beclio do las féormulas a) y /?) demuestra igualmen-
te la grande utilidad de las formulas algébricas.
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CAPITOLO il

MULTIPLICACION Y DIVISION;

ARTICULO |I;

De los monomios absolutos 6 aritméticos.

& 16.

teoremas fundamentales que se siguen inmediata-
mente de las definiciones;

Teobema. 1. Un cociente ) multiplicado por bl divisor (b);
da por producto el dividendo (a).
(a:b).b=a ébieng.i>=a [ij
Dem. So infiere inmediatamente de la definicién do la di-
vision.
, Teoeema 2. Un producto (ab) dividido por uno do sus fac-
tores (b), da por cociente el otro factor (a).
(abj:b=a 6bien GJi=a [*¢]
Dem. Porque, conformo & la definicién de la divityon, el

bocicnto (a) multiplicado' por el divisor (bl; reproduce él
dividendo (a b).
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Teorema 3. Si se parto el dividendo por el cociente, resultara
el divisor.

a:t=bh - [3]

Dem. Conforme & la definicién de la division, a: j™-debe
tener por cociente un niimcro que multiplicado por ji de el
producto a. Pero este nimero es b, pues .b=a [T.1.]

Teorema 4. Un ndamero dividido por si mismo, da por co-
ciente la unidad, y un nimero dividido por la unidad, da por
cociente si mismo.

a:a—1 y a:l—a [4]

Dem. Tenemos a=1.a, luego, segun la definicion de
la division a:a=1 y a:l=a.

Teorema 5. Un numero no padece alteracion, cuandoso mul-
tiplica y parte por un mismo numero.

(a.b):b=a y (a:b).b=a [5]

DeM Este teorema es el teorema 2 y 1 enunciados de
otro modo.

Teorema 6. Para multiplicar una fraccién por un ndmero en-
tero, se multiplica el numerador por el enteroy se pone por de-
nominador el de la fraccion.

Dem. En virtud de la definicion de la multiplicacion, el
producto pedido ha de formarse de g del mismo modo, que

el multiplicador ¢ esta formado de la unidad entera. Pero
el multiplicador ¢, que es entero, esta formado de la unidad
entera, poniéndola ¢ veces por sumando:

c=1+14-1-Ffl-j-.. Cc veces

Luego se formard el producto buscado, poniendo el mul-
tiplicando ?, c veces por sumando:

_a,a,a,a,
b-c~b+b + b+ G+"" c veces
La denominacion de todos los quebrados & la derecha
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de esta ecuacion es lamismay=g >“ue8° e* denominador b

se escribe una vez bajo una raya comun, y el nimero quo
indica la multitud de las unidades fraccionarias, so escribo
sobro la raya [Noc. prel. 11). De donde

é g_a-j-a-f-a-f-a-f-.... c veces abc

Teorema 7. Para dividir una tracciéon por un nimero entero,
se multiplica el denominador por el entero, y so pone por nu-
merador el de la fraccion.

a. a 5

b'0 - b7c (71

Dem. Dividiendo a por b tendremos b partes iguales, cuya
magnitud se representa por ~; y dividiendo do nuovo cada

una de estas b partes en ¢ partes iguales, tendremos 2 : o0
y por otra parto b'f partes iguales de a, lo cual so presen-

i il _ 4
ta pOr g Lueg 5= "pe-

Teorema 8. So multiplica una fracciéon por otra, multiplican-
do entro si los numeradores y los denominadores.
a m am
b'ji  b'u (8l
Dem. Conforme & la definicién do la multiplicacién, so
tiene el producto pedido, formando dey un nuovo nimero*

del mismo modo, que el multiplicador — so lia formado do

la unidad entera. Poro 4 este fin la unidad entera so lia di-
vidido en n partes iguales y uua de estas partos so ha tor

mado m veces. Luego se dividira2 en » partos igualesy so

pondran m do estas parles como sumandos, es decir, ten-
dremos

a. _a
(b n,). 1= b? . I-7 y «.)
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Pe los productos.

Teorema 9. Un producto no varia de valor cambiando el orden
£e los factores.
ab—b a ; ab<*acb—bca &a. (9)

Dem. Distinguiremos dos casos, el do sor enteros y ol do sor
fraccionarios los factores dados:

L Caso. Losfactores dados sean nimeros enteros.
lo jipandados dos factores ay b. Considerandob como multi-
plicador, tendremos

ab="=a+a+a+a+..... b veces

j descomponiendo a en las unidades que tieno, bailaremos,

ab= 1+1+1+ ....a veces
1+1+1+__ a veces
1+1+1+... a veces

b veces

La suma de cada columna esb, y como tenemos a columnas,
b se encuentra a veces, es decir, tenemos la suma b a; luego
ab=ba.

20 Sean dados tres factores a, b,c. Tenemos

ab.c= ab+ab+ab+....c veces
=?a +a+a+....b veces
+ a +a+a+....b veces
+ a +a + a+....b veces
0 veces

Cada columna tiene la sumaac, y como hay b columnas, la
Suma total sera ac.b; luego ab .c=ac.b.

Mudando el orden de ay b & laderecha de arriba, tendremos,
también
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ab.c= ba+b a-j-ba-[-... .c veces
= b +b -]b -f.. ..a veces
+b b -)-b a veces

b -f-b _jb -)-....a yacos

C veces

fiada columna tienela suma b ¢, y como hay a columnas,
la suma total serd bc.a; luego ab.c==bc.a
Luego tenemos
ab.c= ac.b=b c.a

y si mudamos el orden de los factores que estan juntos, lo cual
feegun 1.“ es permitido, tendremos en general:

ab.c'=ba.c= aci.b=ca.b=bc.a=c b.a

Estas posiciones son todas las posibles de los tros facto-
res a, b, c.
3° Sean dados cuatrofactores a, b, c d. Tenemossegun 1? y $°

ab-c.d =ab.d.c= ad.b.c=d.a.b.c

es decir el factor d puede tener cualquier posicion entro los otros
factores, y como esto? también pueden cambiar de lugar como
se quiera, se infiere que los cuatro factores pueden tener todas
las posiciones posibles en el producto, sin que esto varié do valor.
Del mismo modo so demostrar4d para cinco, seis, siete.... en
general, un numero indeterminado de factores.

Il. Caso. Los factores dados sean fracciones

r
s

Tejemos (T. 8):

_mp r_mpr

abc= n’'gs ng8

Como en el numerador, asi también en el denominador, los
factores pueden cambiar do lugar como se quiera; tendremos por
ejemplo el producto igual &

prm p r m. .rmp m
q n‘

r p
gqsn s’u’ snq 8° q
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es decir, también los factores, que son quebrados, pueden enla-
biar de lugar como se quiera, sin alterar el valor del producto.

Si suponemos q =1, la fracciéon £ se hace = ? —p, os decir,

se bace entero Luego el teorema sera verdadero aun si liay fac-
tores entero# y fraccionarios.

Corolariol. Un producto queda multiplicado por un nimero,
multiplicando uno de losfactores porel nimero y el producto asi ob-
tenido por los demasfactores.

So deduce inmediatamente de la demostracion del teoroma,
pues tenemos

ab,c= ac.b y abe.d= ad.bc

Corolario 2. Un nimero queda multiplicado por un producto,
multiplicandolo por uno de losfactores !melproducto asi obtenido por
los demas factores.

a.bed=ab.cd

Porque, segun 1.°, tenemos a.bed=bed .a y por el coro-
lario precedente = ba cd, locuales =al).c d.

E scolio. En efecto do esto teorema y los corolarios, un pro-
ducto de varios factores se escribe dejando tod03 los paréntesis,
6 signos de multiplicaciéon, y ordenando las letras que designan
los factores, por la posicion del alfabeto, por ejemplo-

3abcdij, 27pqt; 19 xlyz

y se ponen los factores determinados 6 coeficientes en primer lu-
gar. Por este modo de escribir se entiende que el primer name-
ro indeterminado, ha de multiplicarse por el segundo, el producto
obtenido por el tercero &a, y el todo por el coeficiente; pero que,
sustituyendo numeros determidados en lugar de los inditermiua-
dos, el orden de la multiplicaciéon puede variarse, como se quiera.

Teorema 10. Potencias que tienen la misma base, se multipli-
can entre si, sumando sus esponentes y dando la suma obtenida
por esponente & la base comun, la que se escribo una sola vez,

ara.an =amtn
Dem. Conforme & la definicién de las potencias tenemos

am=a.a.a.... mveces
an= a.a.a.... nveces

Por consiguiente el producto am. a® tiene el factor a, m fn
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Teces, es decir, equivale & am+".
De este modo so tiene
a3.a2=a3+2=ab
ab.a7=:v'+7=al3

Aqui debe atenderse:
1.“ La primera potencia no tiene el esponente escrito, de don-
de aGa sera=a° .al-a6+l=n7.
2° No deben cambiarse las distintas bases que hay en un pro-
ducto. Seréa porejemplo:
as.b3. cX a3 bsc2=as<2b3+s cl+2=a10 bsc3

poniendo los espoueutes respectivos & las bases, & las que pertene-
cen.

3? Dados varios productos para multiplicarse, 1) se multipli-
caran entre_si los coeficientes; ') se pondran los otros factores, ca-
da uno una vez y en el drdea del alfabeto; 3) escribiendo & las le-
tras respectivas las sumas de los esponeutes, que pertenecen & las
mismas.

5. 18

De los cocientes.

Las fracciones y los cocientes pueden escribirse del mismo
modo j ; pero en virtud de las definiciones establecidas (en Noc.

prelim. 11y § 1), entre las unas y los otros realmento existe la di-
ferencia, que las fracciones 6 quebrados tienen por numeradores y
denominadores, nimeros enteros (j, etc.), y los cocientes no ad-
miten tal restriccion, os decir, que ellos pueden tenor por dividen-
dosy divisores nimcios cualesquiera. De aqui se vé.que los quebra-
dos 6 fracciones no son sino una especio particular de cocientes,
es decir, cocientes cuyos dividendo» y divisores son nameros ente-
ros. Demostrando los teoremas, que pertenecen & los cocientes, &
un tiempo demostramos los que suelen ponerse sobro los quebra-
dos. Pero al contrario, lo (juo se ha demostrado para los quebra-
dos, no por esto se ha demostrado para los cocientes, |’or ejem-
plo, los teoremas 1-5 del § 1(1 valen para los cocientes, y por con-
siguiente para los quebrados; pero los teoremas 0-8 del mismo pa-
ragrafo no estdn aun demostrados hasta aqui para los cocientes 6
ndmeros cualesquiera.

Teorema 11. EIl valor do un cociente no padece nltcraeiou, si

el dividendo y el divisor juntamente so multiplican 6 dividen por
un mismo ndmero.
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a_a.m n a:éa

lo bm ' b bin ! !

Suponemos aqui, como en todos los teoremas, que so daran en
este Articulo, que los nimeros a, 6, m, n sean numeros absolu-
tos cualesquiera, enteros ¢ fraccionarios.

Dem.l. parte. El Teorema quedara demostrado, si lo inversioh

a,qQ a
b.m b

bs verdadera. Pero si multiplicamos el cociente * , que se encuentra

en esta Ultima ecuacién, por el divisor b.m del primer miembro, s8
se sigue el dividendo a.m; [definicion de la division § 4] porque

(b.m)=~b~.m (T.9cor. I)=a.m [T.1]

Dem. |l parte; EIl teorema asimismo quedara demostrada si
la inversién
acsn__a
b:n b

es exacta. Pero asi es, pues si en esta Ultima ecuacion multipli-
camos el dividendo y el divisor del primer miembro por el mis-
ino ndmero j), lo que segun la primera parte déla demostracion
es permitido, se obtieno el cociente que esta en el segundo miem-
bro de la ecuacion:

a:n fflln).n U rm en
b7i~ Ib:nj.n b L °J
Teorema 1-2. Para dividir un producto por un ndmero, so
divide por el nimero uno de los factores, y se multiplica el co-
ciente encontrado por la otra parte del producto.
5~ ="“b=ak 12
5 12}
Dem. Si indltiplicamos el cociente .b por el divisorc, que
estd enel primer miembro, hallamos

(g.b.).c:—c.b.c :Uc.c.b:a.b [T. 1]

peto a.b es el dividendo que estd en el primer miembro. EI
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mismo resultado encontraremos, multiplicando el otro cociente
a.— por el divisor ¢, que estd en el primer miembro; pues,

a <= ab(T1)

Teorema 13. XJn cociente quedara multiplicado por un nume-
ro, si se multiplica por él el dividendo 6 si se divide por él el di-
visor.

a- nboja (13)

Dem. a) La espresion -? . b, que esti4 en el primer miem-

bro, no cambiaré de valor, si so multiplica y divide & un mis-
mismo tiempo por el mismo nimero ¢ (T. S); luego tendre-
mos

?-.L=[(Ib)c]l:c=(lc.b):c(T:9)=ab:c= 27

ft) EIl coeiento—— , que hemos encontrado, no padece alte-

racion, si partimos el dividendo y el divisor por el mismo
numero b (T. 11); pero por esto tenemos

a.b_(fi b):b a Imi
~U erb cb ( '

Teorema 14. Un cocicntc quedara dividido por un numero si
sé divide por é1 el dividendo 6 sise moltiplica por él el divisor.

a __ajc a
7 " b=bc [14]

Dem. Si multiplicamos el dividendo y diviso!' del cociento
£:c, porci mismo numero b, diebo cociento no cambia do
valor [T. 11]; do donde

a. [T OO IS | I
b- ¢ bb.cb—a.clJ—_ 5 b o

per lo cual so tiene demostrada la segunda parte. Poro

a __ awc _a'c
b.c bc :c b~

y osta es la primera parte.
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Teorema 15. Un ndimero queda dividido por un producto, «i
66 divide por uno de los factores y luego el cociente obtenido por
la otra parte del producto.

be” BT P [15]
Dem. Tenemos
i /1 v . .
b.g= (bToc>c= b.8:cC (T13)= ¢

b.C M) 1P p LpTib (T-13)= fib

T eorema 1G. Un numero queda multiplicado por un cociente,
si se multiplica por el dividendo y se divide por el"divisor.

a @¢.a '
c.b—bt—gr “+ o)
Dem. Pues tenemos
FLiNi i a
c E)Z("' cb) b=c a:bzﬁr
y esta espresion es= ~.a (T. 12)

Teorema 17. Un cociente queda multiplicado por otro cocien-
te, si el producto de los dos dividendos se parte por el producto

de los dos divisores.

m.pom
Dem. FqE: L(—n.a)].ngJ:nq

m P
= [nen.¥.gl:ng=m p:n
[ 1 al:ng p ﬂ
—_m.p
Teorema 18. Un numero queda dividido por un cociente, siso
multiplica por el divisor y se divide por el dividendo.

b_a . a.c
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Dem. a: | =ac:b (T.ll) = N
lo cual eslasegunda partey dalaprimera jj.o porel T. 12.

E splicacioh. D os cantidades se Ilaman reciprocas, si tienen
por producto la unidad.
Asi
1, 25 b e
3, 5yi: ¢(yg

son cantidades reciprocas, pues

5_, b o
5 1

3=1 c'b

2
3 5"
Teorema 18*. Un namero queda dividido por un cocionto, si
so multiplica por el valor reciproco del mismo.
c
'b (13%)
Dbm. Se saca de (18), pues = a. [T.12]

Directamente:

a5 = a-S:1 G [T.-H]=a.£: 1[T.17]=a.i [T.4)

Teorema 19. Un cociente queda dividido por otro cociente, si
el cociente de los dos dividendos se parto por el cociente do los
dos divisores.

m p m:p
n'qg uq (19)
Dem. M P ;0 [T.1ly T. 14]
i ‘q
m:p . pjp
nq <q.q
mp .1__
n:q '1
m:p
u:q
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Teorema 19*. Un cociente queda dividido por otro cociente,
si el primero se multiplica por el valor reciproco del segundo.

m.p m g
ii'qg n'p

« go_w n.
Du ¢ m2=.3:P. 3 [T.11)

=-., 3l |T.171= -
n % ,_ J1 n' _|3>
Corolario 1. En general, se divide por un cociente 6 que-
brado, multiplicando por su valor reciproco. [T. 18* y 19*].

Corolario 2. Dividir porun namero cualquiera, es multipli-
car por su valor reciproco:

a:b= a.g
Porque a:b=£f£=7i=a.l [T.12]

Teorema 20. Si un numero debe dividirse repetidas veces
por varios otros nimeros, el 6rden do la divisiéon no altera el va-
lor del cociente total.

a:b:c:d= a:c:b:d=a:d:c:b= ___ (20)

Dem. Dividir por un nimero, es multiplicar por su valor re-
ciproco [T. 19 corol. 2]; porconsiguiente dividir a sucesiva-

mente por b, ¢,d, es multiplicarlo sucesivamente por i , -, *.
Luego el resultado sera

&

1 1
c'd bcd W

1

wipe

Se ve que el primero, segundo, tercero divisor tiene el pri-

mero, segundo, tercero lugar entre los factores del produc-

to be d, que se encuentra en el denominador del cociente to-

tal. Mudar el 6rden de los divisores 6, ¢, d, no baria otro

efecto, que mudar el érden de los factores b, ¢, d en dicho

producto, lo cual respecto al valor del mismo, y por consi-
guiente al del cociente total, es indiferente (T. 9.)
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Corolario 1. Todos los divisores de lina cantidad son mul-

tiplicadores entre si. ) o
Corolario 2. Como la repetida multiplicacién de un nimero
a por varios otros b, c, d se designa por

a.b.c.d
asi la repetida division del mismo nimero por b, ¢, d, se escribe

n:b:c:d
dejando todos los paréntesis, y esta espresion equivalea a:bcd.
Teorema 21. Las potencias se dividen por otras de la misma
base, restando los esponentes respectivos, el menor del mayor, y
dando el resto obtenido como esponente & la baso comun, la que

se escribe una sola vez,y
a) sin divisor, cuando yl esponente del dividendo es ma-
yor que el del divisor.

ii) como divisor de la unidad, cuando el esponente del divi-
dendo es menor que el del divisor.

—— am" (condiciéon mj>n)

——————— (condiciéon in<Ti)

all  altb

Dem. Tenemos
am_a.a.a-—----m veces
a" a.a.a.... n veces

Si m]>n, los n factores del denominador se quitaran por un
igual namero do factores del numerador, en el cual que-
daran m—n factores, es decir, el resultado serd al- 11 Si
m<”~n, los m factores del numerador se quitaran por un
igual nimero de factores del denominador, en el cual que-
dardn n—m factores, y como el numerador retidlo la

unidad, el resultado sera ér,r—m

Asi es
ar a.a.a.a.a
a2 a u = a.a.a=a3= ab~2
a.a 1 1 1_
a- a.a.a.a.a a.a.a8 a3 a"- m
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ARTICULO IL

Multiplicacion «le los polinomios absolutos 6 aritméticos.

§e 19.
Teoremas sobre los polindmios absolutos.

Teorema 22. Un polinomio absoluto so multiplica por un
ndmero absoluto, multiplicando cada uno de sus términos por
el ndmero y dando & los productos parciales asi obtenidos los
signos que los términos tenian antes.

(@—b-f-e—d) n=an —bn-f-cn — dn (22)

Dkm. Caso 1? El multiplicador n seaun numero entero.
Conforme & la definicion general de la multiplicacién, ha
de formarse del polinomio dado un nuevo numero (os de-
cir polinomio) del mismo modo, como ol nimero entero u
se ha formado de la unidad entera. Pero

n= 1-]-1-)-1-f-1+ .... nveces

es decir, la unidad entera se ha puesto n veces por suman-
do; por consiguiente el polinomio (a—b-{-e—d) debe po-
nerse n veces por sumando, 6 lo que es lo mismo, debemos
formar la suma de n deestos polindmios. Luego sera

(a—b-]c—d) n= a—b -}-c—d
+ a—b-f-c—d
-)-a—b-f-c—d
+ e - - -

+ o e e e

n veces
=an—bn-fen—dn (8. 11)

Dem. Caso?2" El nUmero n sea un numerofraccionarlo

Conforme & la definicion dela multiplicacion, hade formar-
se del polinomio dado un nuevo numero, del mismo modo como

formado de la unidad entera, dividiéndola primeramente en q
partes iguales y poniendo una de estas partes p veces por sumando:
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2= - t?24 - 4 . p veces
4 4 q

Luego para formar el producto buscado, el polindmio
a—b+c—d tiene que dividirse en g partes igualesy una de estas
partes ha de ponerse p veces por factor, 6 lo que es lo mismo, de-
be multiplicarse por p. Perouna de las qpartes iguales del poli-
nomio es

a— b-fc —d

. 1
y multiplicandola por p hallaremos

(a-b + c-d)P-=ft-b + ¢c—d = (a-h'+c-d).p
1 q q q

ap—bp+ cp—dp

En lugar do la dltima fraccion puedo escribirse

ap bp ,ej2 dp
q q q q
porque si se multiplica esta espresion por el divisor q do la divi-

sion indicada en(a), vuelve & reproducir el dividendo do la mis-
ma:

(»2 _b p,cp _ dp\ aj)
\q q q qg/1 g
segunel 1. *caso,y esto = ap—bp+cp —dp [T.5]
Luego tendremos
(a_ b+c_t).p= u? _kp +
q q q q q

=a.E-b.P + ¢c.P-d.P [T 12
q q q <

6 bien, siendo E=n,

(@a—b+c —d).n= an —bn+cn —dn

Teorema 23, Se multiplica un nimero absoluto por un poli-
nomio absoluto, multiplicando el nimero por cada uno do los
términos del polinomio y dando & los productos parciales asi ob-
tenidos, los signos que los términos tenian antes.

n(@—b-jc—d)=na—nb--nc—nd (23)
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Dem. Siendo el polinomio (Indo un numero absoluto, el
orden dolos factores en el producto n(a— b—4-o0 = d)
puedo cambiarse (T.!)); de donde hallaremos

n (@—b-fc—d) = (a—b-)-c—d) n= an—bn+ en—dn

y variando el orden do los factores que seencuentran en
cada uno do los productos parciales & la derecha, se dedu-
ce la ecuacion (%3).

E scolio. Si un polindmio
na —nb-j-nc —nd
tiene un factor n comdn Ji todos los términos, esto puedo sacarse
escribiéndole una sola vez como factor, fuera de un paréntesis,
que tenga todos los términos sin dicho factor:

(na—nb+nc—nd) = n(a—b-f-c—d)= (a—b-f-c—d) n
(ax3—2bx3-]-cx3)= (a— 2b-f-c) x3
Ga-f- 10 ab2-)-15 c2= 5 (a-f-2ab2-f 3 ¢3)

Cuando todos los términos del polinomio tienen lamisma le-
tra, pero afectada de diversos esponentes, se sacara la menor po-
tencia de dichaletra

3 ax2-f-5bx3— Gexp= (3a+ 5bx— Gex3)x3

El primer término en el paréntesis no tiene la letra x, el se-
gundo tiene la potencia x3 2=x"'=x, el tercero tiene la potencia
x5—2= x3 Asi también

2 ab3-f-3 a2b* -f-5a3 b5= (2-f- 3ab-f- Ga’ b3) ab\

Teorema 24 Se multiplicaun polinomio absoluto por otro
polinomio absoluto, multiplicando cada término del uno por cada
término del otro y dando & los productos parciales asf obtenidos
el signo -, si los dos términos de los cuales resultan, tienen signos
iguales, pero dandoles el signo —- si los dos términos do los cuales
resultan, tienen signos distintos.

(a-f-b—c) (m—p-f-g) = am-|]-bm—cm
— ap—b p-f-cj)
f-aq-)-bag—cqg
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I)em. Poniendo (a+ b—c)= P hallaremos (T. 23):

(@a+b —cj (m—p+p)= Pe(m—p-fq)=P m—Pp+Pq
=(a-j-b—c) m =(am-|]-bm—cu) =am-|-bm—cm
—((@+b—c)p —(ap-fbp—cp) —ap—bp+cp
+(a+b—c)q t(ag+bg—cq) tag+bg—cgqg

Escomo 1. Se ve a) que el térimno -]-b multiplicado por el
término -j-q da -j-bg; p) quo —c multiplicado por 4-q da
_cqg; y) que +b multiplicado por —p da—bp; y finalmente
6) que —c multiplicado por —p da -|-cp. Luego tenemos

(+b) .(+a)= +bqg ; (+b).(—p)= —bp

(—c). (+g)= —cq; (—¢c)(—=p)= +cp
6 bien, escribiendom en lugar deb yc, n en lugarde p y gq, si
solo atendamos & los signos:

(+m) . (+ uy= -j-mn; (+“).(—n)= — mn
(—m)(+ n)= — mn; (—m).(—n)= -)-mn

De donde se saca laregla de los signos enunciada en el teo-
rema.

Escolio 2. Esta regla se enuncia también de la manera si-
guiente:
-f- multiplicado por -f- da -j-
_ + .

- ~ +

§. 20.

Ejemplos de la multiplicacion

Ejemplo |I. Multiplicar
5 x2-f-3 x—4 por 2x3—3x2—4x
El céalculo se dispone dola manera siguiente:

5x2+3x —4 multiplicando.
2 x3—3x2—4x multiplicador.

IO x-'-j-Gx*— 8 x! producto parcial por 2 x3
—15x1— i) x3-f-12 x2 " por—3x3
—20x3—IXx2-)-I(!x por—Ix
10 x5—9 x1—37 x ] 10x Resultado

Biblioteca Nacional del Ecuador "Eugenio Espejo”



tiendo semejante el primer término —16 x4 del segundo pro-
ducto parcial, al segundo término del producto parcial que pre-
cede, se ha escrito debajo de este término; y asi todos los tér-
minos semejantes se colocan unos bajo los otros. EIl producto to-
tal se obtiene haciendo la reduccion de todos los términos situa-
dos en una misma columna.

E jemplo n. Multipbear:

3a2x3—Barl—2 a4+ 4x4
por 2 a3x2—6aVv

Ordenamos estos polinomios por las potencias descendentes
de una misma letra, por ejemplo de X, y como no entra en el mul-
tipbcando su primera potencia, dejaremos Yacié el lugar del tér-
mino que le corresponderia, si el polinomio fuera completo.

4x4—5ail4-3 a'xl —2 a4
—6 a2 x3+2 a3x2
—24a2x7+30 a3x6—18 a4x5 +12 afix»
+ 8 a3x6—10a‘x5+6 abx4 —4a7x2

—24a*x7 +38a3x®—28a4x6+6 asx4+12 a8x3m4arx2

Los dos polinomios dados se llaman homogéneos, porque es
constante la suma do los esponentes en cada término. Como esta
suma es4 en el primero y 5 en el segundo, se dice que el multipli-
cando es un polinomio de cuarto grado, y el multipbcador un poh-
némio de quinto grado. Es evidente que su producto debe ser también
homogéneo y de un grado igual & la suma de los grados de losfacto-
res, es decir de nono grado.

ARTICULO II1.

Multiplicacién de los monomios y polinomios Algébricos.

§.21.

Signos de los productos formados por ndmeros
positivos y negativos.

Teorema 25. El producto de un namero
1) positivo por otro positivo es positivo

2) negativo positivo negativo
3) positivo negativo  negativo
4) negativo negativo  positivo
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f+a).(+b)=+ab ; (+a).(-b)=- ab %
26
(—a)«(+b)=—ab ; (_a).(-b)=+ab ) (26)

Dem. 1* por medio de los polinomios (cf. § 13 N.° G°).
Designando por A, B, a, b nimeros absolutos y suponiendo
Aj>a y B>b sera (T. 24)

(A+a) (B+b) = AB+aB+Ab+ab
(A—a) (B+b) = AB—aB-j-A b—ab
(A+a) (B—b)= AB+aB—Ab-"ab
(A—a) (B—b)= AB-aB—Ab+ab

En la primera ecuaciéon el namero + a, dado para anmon-
tar el namero A, se multiplica por el nimero +b, dado para
aumentar el ndmero B, y resulta el producto parcial + ab, que
aumenta también los términos de que va precedido. Haciendo
ya abstraccién de los nimeros absolutos Ay B y de los produc-
tos formados por ellos, so ve que un ndmero positivo (+a) mul-
tiplicado por otro positivo (+b) da un resultado positivo (+ a b).

De semejante modo, en la segunda ecuacion el nimero —a,
dado para disminuir el namero A, so multiplica por el numero
+b, dado para aumentar el nimero B, y resulta el produoto
parcial —a b, que disminuye los términos precedentes. Do don-
de, haciendo abstraccién do los nUmeros absolutos Ay B, so de-
duce la segunda ecuaciéon [25]. Del mismo modo so doiuuostran
la tercera y cuarta parto del teorema.

Dem. 2.“ Usando la definicion general do la multiplica-
cion.

Enunciaremos esta definicion bajo la forma:

Formar el producto de dos nimeros es formar del multi-
plicando un nuevo numero, del mismo modo que el multi-
plicador seliaformado de la unidad entera y absoluta.

Afadimos solo la palabra “absoluta,” la cual no altera la de-
finicibn en ninguna cosa, siendo ella primeramente dada para los
numeros absolutos que suponen la unidad absoluta; pero aqui
es muy necesario afiadir dicha palabra para distinguir la unidad
absoluta de la positiva y negativa. Hecho esto so infiero:

lo Multiplicar (+ a) por (-fb)es formar un nuevo nimero
del multiplicando (+a) del mismo modo que el multiplicador
(-f-b) so ha formado de launidad enteray absoluta. Poro supo-
niendo que b, sea un numero entero, el nimero -j-b, so ha for-
mado de la unidad entera y absoluta, poniéndola b veces por
sumando:

(+b) = +1+1+1 + I'+ .... b vocos
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Por consiguiente se formard el producto buscado poniendo
el multiplicando [+a] b veces por sumando, es decir, tendremos

[+a].[+b] = + [+a]+ [+a]+.... b veces
= + a+a+a-tr. =em b veces [T.17 8§ 15]
= -f-ab

2.° Multiplicaremos [—a] por [-]-b], poniendo [—a], b veces
por sumando; luego

[—aj.[—b]l= + [—al+ [—a]l+ [—aj+.... b veces
= —a—a—a— . b veces[T. 17 8 15]
= —ab

3? Para multiplicar [-]-a] por [—Db], observaremos que ol
multiplicador —b se lia formado de la unidad entera y absoluta,
poniéndolab veces por sustraendo:

[b]= —1—1—1—1—.... b veces.

Por consiguiente bailaremos el producto buscado poniendo
el multiplicando [-(- a], b veces por sustraendo, locual daré:

{+ a] o[—b] — — [+ *]—[+ “]—[+»]—mmeb veces-
= —a—a—a—a—.... bveces [T. 17 §. 15]
= —ahb

4? Finalmente se encontrard el producto de [—a] por [—b],
poniendo el multiplicando [—a], b veces por sustraendo:

[—al.[—b]l=— [—a]—[—a]—[—a]— - b veces.
=-f-at+ta+ta-(-.. b veces [T.17 8§ 15]
= f-ab

Si se supone b una fraccién = 2, el multiplicando ba de di-

vidirse primeramente en g partes iguales, y una de estas ba de
ponerse p veces por sumando 6 sustraendo, segin el signo de b
sea + 6 — . Pero dividir +a en q partes iguales, es dividir a en
q partes iguales y tomar una de ellas por sumando 6 sustraendo,

de donde ¢5.= + —1. Con esto tendremos:
e ‘
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1?2 (+a).(+b)= + (+ |)+ I+ 1)+ (+ J;+ ....P TelBB.
= -j-5-i-?
+1»q'15q'1'q F oo 1) veces.

= +?2p=+ aC= +ab

2?2 (_a).(+b)=+ (-1 )+ (-5)+ (-2) + ...Pveces.

E scolio. Esto teorema es idéntico al escolio 1 del teorema
por consiguiente vale aqui también el escolio 2 do dicho teo-

rema.

Corolario. Se infiere la regla general:
Si dos factores tienen el mismo signo, el producto soré po-

sitivo, y si dos factores tienen signos contrarios, el producto sera
negativo.

2]

Teorema 2G. El cociente de un numero

T] positivo por otro positivo es positivo

2] negativo , positivo negativo
3] positivo negativo negativo
1] negativo negativo positivo
. = 4-a__  a
TpT 47 5 =b ——b
[26J

—a

-b": "b

Dem. Conforme & la definicion'do la division, el cociento
multiplicado por el divisor ha de producir el dividendo.
Pero, usando del teorema precedente, cada ufiado las ecua-
ciones propuestas J2GJ darael dividendo, si so multiplica
el cociente que esta & la derecha de las mismas por el di-
visor -fb 6 —b. Pues

+£.+ b=+£.b=+a; 3;]-£.-b = + “ b=+ a

—S'Hb= —jjb=] a; 4+ £.-b— £b— a
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Coeolagio 1. Podremos, prftcs, formar la tabla siguiente:

Dividendo. Divisor. Cociente.
+ + +
+
+

+
Corolario 2. También se enuncia esta rogla, diciendo que

f dividido por -f da -f
- + ~
+ - —
- - +

Corolario 3. El cociente llevara el signo si el dividendo
y divisor tienen el mismo signo, y él llevard el signo—, si ol di-
videndo y divisor tienen signos distintos.

Corolario 4. Parala multiplicacién y la division vale la mis®
ma regla:

Signos iguales dan un resultado posilim; y signos desigua-
lesdan un resultado negativo.

Teorema 27. El producto de varios factores es positivo, si
todos los factores son positivos 6 el nimero do los factores ne-
gativos es un numero par; pero el producto es negativo, si el na-
mero de los factores negativos es un namero impar.

-(-a. -fb.-fc.-fd = -fabcd
-fa.—b.—c.-fd.—e.—f=-fa;bcdof j [27]
-fa—b.—c.-fd.—e.—f.—g= —abcdefg

Dem. 1] Si todos los factores son positivos, evidentemen-
te el producto sera positivo; porque el primer factor mul-
tiplicado por el siguiente dard un producto positivo, y es-
te producto multiplicado por el tercer factor, dara también
un producto positivo &a.

2} -f a.—b es negativo y esto producto multiplicado por
—c es positivo. Luego multiplicando el producto obteni-
do por -j-d, el signo quedara ol mismo, y multiplicando
después por —e el signocambiard, pero por el factor si-
guiente —f el signo cambiara otra vez, haciendo el pro-
ducto total positivo. Por consiguiente, los cuatro factores
negativos hacen el producto positivo; lo*mismo sucedera
si hay seis, ocho, diez... en general un nimero par de
factores.
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3] Si por el contrario, como en el tercer caso esimpat
el nimero do factores negativos, podremos formar el pro-
ducto do todos, menos el ultimo negativo. Este producto
serd positivo, porque el nimero do sus factores negativos
es un numero par;y multiplicando luego el producto asi
obtenido por dicho factor ultimo, obtendremos el produc-
to pedido que serd negativo, pues -} multiplicado por —
da —.

Corolario 1. El orden de los factores puede variarse como
se quiera, aun entro ellos hay factores positivos, negativos 6 al-
gébricos; porque el signo del producto, solo depende del nimero
par 6 impar de los signos negativos, poro no depende de la po-
sicion de los signos. De donde se infiere, quo todo lo que se ha
dicho en el [8. 17] de la posicién de los factores, vale también
para factores positivos, negativos y algébricos.

Corolario 2. Una potencia cualquiera do un nimero positi-
Vo es positiva; una potencia de un nimero negativo es positiva,
si el esponente es un nimero par, pero es negativa, si el esponento
es un ndmoro impar.

(-1-a)s=-1-a.-(-a.-j-a=-f-al
(+a)4d=-j-a.-j-a.-fa.-f-a=+a*

(—a;2= —a.—a=-j-a3

(—a)3= —a.—a —a= —a3

(—a)4= —a.—a.-—a.-—a=-j-a*
(—a)5=(—a)4.(—a)=+a*.—a=—adl-'= —a’

Corolario 3. Para hallar el signo de un cociente, so buscara
el signo final del dividendoy del divisor, usando esto teorema
y el corolario 2, y luego se determinara el signo podido por el
teorema precedente.

P rodleha. ;Qué signo tendra el cocionto

abb7c7e°
x3yGz7

si las cantidades ay x son positivas y todas las otras son nega-
tivas?—lies. En el dividendo hay 2 -f7-f 9=18 factores negati-
vos, y como este ndmero es un numero par, el dividendo serd
positivo. El divisor tiene 6+7=13 factores negativos, y por tanto
es negativo. Siendo positivo el dividendo y negativo of divisor,
el cociente serd negativo.

Corolario 4» So infiero ahora igualmento, que todos los teo-

remas establecidos do los monomios absolutos [88. 16-18] valon
también para los nUmeros positivos, negativos y algébricos. Por-
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gue el valor de los signos do estos cantidades no altera el valor
absoluto de las mismas. Pero es precito observar las reglas cs-
puestas en este teorema y enlos corolurios 2y 3.

§= 32.

Polinébmios algébricos.

T eorema 28. Un polinomio algébrico so multiplica por otro
polinomio algébrico, enteramente como si uno y otro polinomio
fuese nbsoluto, es decir: se multiplica cada término del uno por
cada término del otro, dando & los productos parciales asi obte-
nidos el signo -)-, si los dostérminos do los cuales resultan, tie-
nen signos iguales, pero dandoles el signo —, si los dos térmi-
nos de los cuales resultan tienen signos distintos [Cf. tcor. 24.]

(@'-J-b'—o0") (m'—p')-q’) = a'm'-f-b'm'—c'm’
— a'p' —b' p'-fc'p’
4~ a'q' -|-b' g—c'q’

suponiendo que a‘', h', ¢, m', p', g sean numeros algébricos:
a'= 4;a,b'=¢b, c'=-tc m'=¢m, p'=-)-p. q'= +q, cua-
lesquiera sean los valores absolutos de a, b, c....

Dem. Para demostrar este teorema importante, usaremos
la ecuacion

(A +a-f- b—c) (M + m—p+4g) = AM-(-aM-f-b M—c M

Am]-am-)-bm—cm
(a)
— Ap —ap —bp+ cp

-f-Aq4-aq4-bgq—cq

la cual serédverdadera (T. 24), si suponemos que A, a, b, c,
M, m, p, g son nimeros absolutos y A, M tan grandes, quo
ambos polinémios dados por factores tengan valores abso-
lutos 6 mayores que cero.

Mudando el signode a en el primer polinomio & laizquier-
da de la ecuacion (al, con lo cual suponemos que A tiene
nn valor tan grande, que diebo polinomio retiene un valor
absoluto, bailaremos (el mismo teorema.)
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(A—a+b—c) (M+ m—p +g) = AM—aM+b —c51

-)-Am—am+ bm—cm
—Ap+tap—bp-)-cp ol
nfA g—aq+bqg—oq

Esta nueva ecuacion no se diferencia de la ecuacion (a) sino
en el signo de todos los términos & la derecha, que tienen a por
factor, consecuencia muy sencilla del escolio 2 de! teor.24. Po-
dremos escribir las dos ecuaciones (a) y (b) bajo la misma forma:

(A-Kta)+b—c) (5I1+m—p+qg) = AM+(+a) M +bM -c51
+ Am-f(+a)in+b m—en
—Ap—(+a)p—bi)-l-cp
+ Ag+(+a)q+b g—c q

usaremos, pues, el signo -)-, que estd en (+; a), para reproducir la
ecuacion (a) y el signo —, que esta en (+a), para reproducir la
ecuacion (b). Poniendo abora H~a=a', tendremos:

(A+a'+b—c) (51+ m—p+ q) = Abl+a'51+b 51—c 51
+ Am+a'm+b m—cm
— Ap—a'ii—bp+cp
+ AQqt+a'qt+tb g—cq

en donde a' es una cantidad algébrica susceptible do todos los va-
lores positivos y negativos.

Mudando el signo de b & la izquierda do esta nueva ecua-
cion, se mudaran los signos de todos los términos & la derecha,
que tienen b por factor, y usando los mismos razonamientos como
arriba, podremos introducir la cantidad algébrica I>'=+ i en lugar
del nimero absoluto b, quedando siempre verdadera la ecuacion,
supuesto que A retiene un valor bastante grande.

Asi continuando del mismo modo, llegaremos & reemplazar
todos los nimeros absolutos a, b, ¢, m, p, g, cuantos baya, on uno
y otro polinomio, por nimeros algébricos a', b', ¢', mlip',q’' &a,
do modo que tengamos finalmente como verdadera y demostrada
la ecuacion:
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(A+a'+V—c') (M-fm'—p'+q')= AM+a'M+b'M —c'M
+ Am'-fa'm'-f¥m'-c'm’
—Ap—ap—b'p'+c'P ©
f~-Aq'+a'q-f-b'qg'—c'q'j

De aqui se deduce comoun caso particular
(Af-X) (M+2)= AM+Xx M+A z-fxz
e« donde x yz son susceptibles de todo valor posible. Pondre-

mos ahora

x=a'+b'—c' ; z=m'—p'-fq"'
y tendremos:

[A+(a'+b'-c;][M+(m'—p'+q")]=A 51+ (a'+b'-c') 51)
+ A (m—p'+g’)+(a'+t b'—c) (m'—pfq’))

Sise compara la ecuacion (d) con la ecuacién (c),jseob-
serva:

1) El primer miembro de (d) esigual al primer miemb
de(c).
2 ) El primer término AH & la derecha de (d) es ig

al primer término AM ala derecha de (c).

3) El segundo término (a'-)-b'—c') M del segundo miembro
de (d) esigual &los tres altimos términos a'51+b' 51—c' 51 do
de la primera linea horizontal & la derecha de (c). Porque supo-
niendo 51 un ndmero entero, lo cual para nuestro fin es permiti-
do, el producto (a'-j-b'—c') 51 es = (a't+b'—c') + (a'-fb'— )
+ (a'+tb'—c’)+ ... 51 veces=a' 51+b"' 51—c'51.

4) EI tercer término+ A(m'—p'+q"') del segundo miem-
bro de (d)es igual & los tres términos -f-Am'— Ap'+ A Q'
que estan los Ultimos en la primera columna & la derecha de (c).
Porque + A(m'— p'+q") =(m'—p'+q') A [T. 27 corol. 1] =
m'A—p'A+q' A=A m'—A p'+A g'suponiendo igualmente que A
sea un numero entero.

Luego, siendo las ecuaciones (c) y (d) verdaderasjy todas las
partes dichas respectivamente iguales, es preciso que las demas
partes de las mismas, sean también iguales, es decir, se encuentra:

(a'+b'—2") (m'—p'+q') ==a'm+b' m'—c'm’ )
—a'p'—b'p'+c'p’ - (e)
+aqebg—cq |
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con lo cual el teorema ss halla completamente demostrado [cf.
§. 13 N.° Gl

Corolario 1. Suponiendo en la demostracion del teorema 25
ay 6 nameros algébricos, dicho teorema respecto & los signos, se-
r4& demostrado para los nameros algébricos, es decir, ser4d tam-
bién para nameros algébricos:

(+f)-(+b)=+ab ! (+a)«(—b)=—ab
(_a)-(+b):'ab ) (—a)_(—b):_)_ab

Corolalio 2. Suponiendo m'—p' el segundo polinomio so re-
duce al monomio ¢,y & la derecha de (e) desaparecen los seis
términos de las dos primeras lineas horizontales, de modo que

resulta:
(a'+b'—c).-)-q'=-)-a’ ¢+ b’ g'—c' g («)

Si se supone en la ecuacion (e), — q' en lugar de -f-q" resul-
ta del mismo modo:
(@-j-b'—c').q '= —a g—b'q-fe'q’ ")

Como seve, en estos casos rale la misma regla, establecida
ya en el teor. 22 para los numeros absolutos, y por tanto este
teorema podrd enunciarse en forma general como se sigue:

Un polinomio cualquiera se multiplica por un namero abso-
luto 6 algébrico, positivo 6 negativo, multiplicando cada uno de
sus términos por el nimero y dando & los productos parciales
asi obtenidos los signos conforme & la regla de estos [establecida
en [el escol. 2.* del teor. 21], Del mismo modo vale generalmente
el teorema 23, mudando su enunciado como arriba.

Concluimos, que todas las reglas dadas en esto capitulo Il
sobre las operaciones con numeros absolutos, valen también pa-
ra los nimeros positivos, negativos y algébricos, solo debo aten-
derse & los signos. Desde ahora todas las letras que entran en
un célculo 6 en algin teorema designardn numeros algébricos
como los mas generales.

Corolario 3. Aplicando las reglas de la multiplicaciéon a la
formacion de algunos productos que ocurren frecuentemente, ha-

Ilamos:
1." El cuadrado de la suma de dos cantidades es igual & la su-

ma de loscuadrados ce. cada una, mas el doble producto de la una

por la otra.
(a-]-b)2=a2-j-2ab+b2 (0)

20 Bicuadrado déla diferencia de dos cantidadeses igual &

suma de los cuadradados de cada una, ménos el doble produelo de la
unapur la otra.
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(a—>b)2= a2—2ab + b2

3.° El producto de la suma de dos cantidades por la diferencia

de las mismas, es igual a la diferencia de los cuadrados de dichas can-
tidades.

(a+b) (a—b)=a2—b2 (2]

4* EIl cuadrado de una suma es igual & la sumade los cuadrados

de sus diferentes términos, mas la suma de todos los dobles productos
dacada uno de ellos por los demas que le siguen.

(a+b+e+d)2=a2+ b2+ c2+d2+2 ab+2 ac-f-2ad+2 be
)-2bd+2cd &3]

5? Semejantesreglas valen respecto & la tercera y cuarta potencia
de una suma ¢ diferencia de dos cantidades:

(a+b)2=a’ +3 a2b+ 3a b2+b3
(a—b)5=a3—3a2b+3 a b2—b2

(a+b)*=ad4+4 a3b+ 6a2b2+4 ab3+b4
(a—b)4d=ad4—4a3b+Ga2b2—4 ab3+b*

ARTICULO 1IV.
Division de los polinomios.

§. 23.

Un'polinébmio y un ndmero.

Teorema 29. Para dividir un polinomio por un namero,
se divide por él cada uno de sus términos.

atb—c __a c
- m (29)
Dem. Si se multiplica el cociente — + JL por el divi-

sor m, que estda la izquierda en la divisién indicada, serepro-
duce el dividendo a+b—e; pues

.\mﬁ'ﬁ_m)m:'?n"m + m-m ——Tn.m:a+b—c
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La inversién de este teorema da el siguiente:

Teorema 30. Para sumar ¢ restar dos 6 mas cocientes cine tie-
nen el mismo divisor, se formard la suma 6 el resto de los divi-
dendos y se pondra por divisor, el divisor coman.

a a+h a b a—b
m u"5T’ m iu m

atb —c
m*1 m

Dem. Multiplicando el primer miembro do cada una de es-
tas ecuaciones por el divisor m del segundo miembro, se baila el
dividendo que est4 en el mismo segundo miembro.

Escolio. Un cociente misto, como a+j?, puede recibir la for-
ma de un cociente simple >poniendo en lugar de a.

Asi también la espresion B+_‘(?jtomaré la forma n mi 0 mul-

tiplicando el dividendoy el divisor do cada cociente por el divisor
del otro.

§ 24,
Dos polinémios.

Teorema 31. Dado un polinomio por dividendo y otro por
divisor y siendo el primero realmente un multiplo del segundo,
se bailard un término del cociente, ordenando ambos polinémios
del mismo modoy dividiendo el primer término del dividendo por
el primer termino del divisor.

Dem. |.° Caso. Los diversos términos do los polinémios se
diferencian en diferentes letras.

Tenemos

(X-f-y-(-z) (M-}-n) = m x-)-my-j-rn z-)-n x-j-uy -f- n W

Considerando el tercer polinomio, que esté & la derecha do la
ecuacion como dividendo, yol primero x + y-f-z como divisor, el
segundo m-f-n ser4 cociente. EI tercero y el primor polinomio
estdn ordinados del mismo modo, teniendo las letras x, y, z, en
unoy otro la posicion del alfabeto. Si dividimos el primer término
mx del dividendo por el primer término x del divisor, se encuen-

tra ™ x=m, es decir, el primor término del cociente.

Lo mismo sucederasi el dividendo se ordenacomo sigue;
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mx+n x+m y+ny+ mz+n z
I’or el contrario, escribiendo
my-f-ni z+m x-f-n y-)-n z-f-n x

de modo que la posicién de las letras X, y, z no sea la misma que
enei divisor, el cociente-HLZ no dard un término drl polinomio

buscado.

~ Dem. 2? Caso. Los diferentes términos de los polinomios so
diferencian en diferentespotencia« de lamisma letra.
La multiplicacion

do 1) x3+2 x2+ 3x +5
por-2) X2+2 X -1

da X5+2 x4+3 x3+5 X2 (a)
+2 X4+ 4 x3-(-6 x2-f-10 x (17)
+ *3-(-2 x2+ 3 x+S ()

3  x5+4 x4+8 x3+13x2+13 x+5

Considerando el producto 3) como dividendo y el polinomio
X) como divisor, sera el polinomio 2) cociente. El dividendo 3)
y el divisor 1) estan ordenados del mismo modo, por las poten-
cias decrecientes de x. Luego, si se divide el primer término x5

del dividendopor el primertérminos3del divisor, sehallarad fV— x2,

es decir, el primer término del cociente x2-f-2 x-)-1. La razén do
esto es, porque el primer termino x5 del producto 3) procede solo
por la multiplicacion de los primeros términos x3y x2 de los
polinomios 1) y 2); pues la multiplicacion de otro cualquier ter-
mino del polinomio 1) por cualquier término del polinomio _2)
da una potencia menor que x3.

Pueden también ordenarse los polinomios dados 3) y 1) por
las potencias crecientes de x, en cuyo caso los términos que solo
contienen nUmeros determinados, sin ninguna potencia de X,
deben escribirse en primer lugar:

1) 5+3 x+2 x2+ x3
2) 1+2 x+ x2
3) 5+13x+13x2+8 x3+4 x4+ x5

El primer término 5 del dividendo 3) dividido por el primer
término 5 del divisor 1) da | =1, es decir, el primer termino 1
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dei cociente 14-2x +x 2. La razon de esto es la misma; proce-
de,-pues, por la multiplicacién también el término 5 del produc-
to 3) sin reduccién del primer término 5 del polinomio I)'ydel
primer término 1 del polinomio 2).
Pero si se ordenan los polinomios 3) y 1) de otra manera,
por ejemplo
1) 2xa-|-x34-3x-j-5

3) 8x’+13sat 4x4+ x5f5+13x

la division del primer término 8 x3 del dividendo 3) portel pri-
mer término 2 xa del divisor 1), dara i'-;(‘--:4 x, lo que |r_1|o sgl,en—

»
cuentra entre los términos del cociente x2-f 2x -j-1. La raz()?\ es,
porque el término 8 x3 procede, como se ve en el calculojde arri-
ba, por lareduccion de varios productos parciales.

E scolio. Si se multiplica el divisor por el primer término
del cociente y luego se resta este producto del dividendo, el
resto asi obtenido sera un polinomio y multiplo del divisor.

Dor. Enel 1.° caso de arriba el divisor x -{-y-fgz imultipli-
cado por elprimer términom del cociente m -f », dam x -fm y-)-m z,
lo cual restado del dividendo dara el resto nx-j-ny-fuz, un
polinomio é igual & ix-fy-fz) n, lo que es un maltiplo del divisor
x-fy-fz

En el 2? caso, el dividendo 3) consta de la suma do tres poli-
nomios (a), (p) y (y), cada uno de los cuales esun multiplo del
divisor, es decir, un producto parcial de esto por los términos
diferentes x2,-)- 2 X, y | 1 del cociente 2). Restadndose el producto
que esta formado por el divisory el primer término del cocien-
te, se resta el primer producto parcial (a); luego quedarala su-
ma de (P) y (y), es decir el producto del divisor por los otros
términos del cociente:

(x3+2xat+ 8x+5) (2x4-1)

lo cual es un polinomio y mualtiplo del divisor.
Este teorema y su escolio bastardn para efectuar la diNision
de un polinomio por otro. —

Regla de dividir polinomios por oiros polinomios.

Rebla. Para bailar el cociente de un polinomio por otro poli-
nomio:

1) se ordenan los dos polinomios dados de la misma ma-
nera,

*) se divide el primer término del dividendo por el primer
término del divisor,

3) se multiplica el divisor por ol cociente parcial asi obteni-
do y este producto so resta del dividendo.
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i) el resto encontrado se considera como dividendo, y esto
procedimiento se debe guardar hasta que so llogue & un
resto cero.

Ejemplo |. Dividir
my-f-mx-|-n z-]-m z-)-n x-]-ny
por Z+X+y

Se ordenan los polinomios dados por el orden que tienen las
letras X, y, z del divisor en el alfabeto y se dispone el calculo co-
mo se ve a continuacion:

mx+ my-fmz+n x+ ny-f-11z x-f-y-f-z=divisor
mx-J-my-j-mz e
= cociente

1.° residuo f-nx-)-ny+nz
+ nx-f-ny+nz

2? residuo 0

Se divide el primer término mx del dividendo por el primer
término a del divisor; el cociente parcial sera = m Yy so pone

como primer término del cociente total en el lugar indicado. Lue-
go se formara el producto del divisor x-f-y-j-z por el primer tér-
mino encontrado m del cociente; este producto sera mx-f-m y-]-mz
y se. escribe debajo del dividendo, los términos semejantes bajo
de los términos semejantes. Hecho esto, se restara dicho pro-
ducto del dividendo, mudando los signos del sustraendo y su-
mando. El residuo n x-f-ny-(-n z, segun el escolio del teorema
precedente serd un multiplo del ‘divisor; luego divisible por el
mismo. Se divide su primer término nx por el primer término x

del divisor, que dara el segundo término del cociente to-

tal. EI nuevo término n del cociente se multiplica por el divisor
y dard el producto nx-f-ny-f-nz, que se escribe bajo del primer
residuo, y restandole se encuentra el segundo residuo =0. Lue-
go el cociente total sera

E jempto Il. Dividir.

13 x4-fxs-t-5+13 x+ 8 x3
por 2x2-f3 x-fx3-]-5

Ordenando ambos polinomios por las potencias decrecientes
de x, el célculo se dispone como sigue:

Biblioteca Nacional del Ecuador "Eugenio Espejo"



x5+ 1 X1+8x3+13 x=+13 x+5 x;,+2 x2+ 3 x+ 5= divisor.
x"+2 xa+3x’+ 5xs [ _

— o~ — V+2 x +1 = cociente
l.res.+2 x4+5x3+ 8x2+13 x
+2 x4 +4x3+ Gx2+10 x
2. res. + x3+ 2x2+ 3x+5

+ x3+ 2x3+ 3x+5

3 res. 0

E jemplo Il1l. Dividir:
5a4x4—7a2x6—3 xs+ Gabx3—12a3x+ ax7
por 5a x2+ 3x3+2 aax

Estos polinomios se ordenardn como por las potencias cre-
cientes de x, asi también por las potencias decrecientes do a

6abx3+5 ad4x4—12a3x5—7a2x° + ax7—3x' 2a2x +5ax2

Gasx 3+15a4x4+ 9a3x5 + 3x3
3 a3x2—5a2x3
1°res. —10ad4x4—21a3x5— 7a2x° +2 a x4—x3
—10a4x4—25asx5—15a2x°
+ + +
2“res. + 4a?xr+ 8a2x°+ ax7

+ 4a3x3+I1()a2xc+Gax7

3? res. —2a2xn—5ax7—3x*“
—2a2xn—>5ax7—3xs
+ + +

0

§e

Demostracién general de la division.
Designando el dividendo por D, el divisor por <, los términos
sucesivos del cociente por t,, t.Mt., .... tH, los residuos sucesivos

por r,,r2,r3....rn, la operacion de dividir polinomios por otros
puedo representarse por
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2)i [‘J-\f\a’ - &a. («O

pues el dividendo D se divide por el divisor d, se encuentra el pri-
mer término |, del cociente y queda un residuo r, para dividirse
por el divisor d, y esta primera operacién parcial se designa por
la primera ecuacion (a). Del mismo modo, dividiendo realmente
el residuo por d, se obtiene el segundo término t2 del cocien-
te y queda elresiduo r, indicadopara dividirse por el divisor d,
lo cual constituye la segunda operacion parcial y est4 represen-
tado por la segunda ecuacién (a) &a

Después de haber formado n términos del cociente, la opera-
cion puede representarse por

NS+ *R+F3eettt (ft)

pues el cociente exacto de D por d serd igual & la suma do los
cocientes parciales, aumentada por el Gltimo residuo rn, quo que-
da indicado para dividirse por el divisor d. La misma ecuacion
(/?) se deduce facilmente de las ecuaciones (a), poniendo el va-

lor dei' de2) enl),y el de”2 de 3) en él resultado &a.

Para formar los residuos suceesivos, constantemente se mul-
tiplica el divisor por el ultimo término encontrado del cociente, y
el producto se resta del residuo precedente [6 del dividendo en la
primera division parcial.] Luego los residuos tienen la forma

rl = D —ditj
r2 —rl —d.t2
r3 = r2 —d.j

m-l=rn-2-cltn_I|

ra =rn-l-cltn
La suma de todas estas ecuaciones es

ri_lr2'4'Ta | ‘ eemtrm-l+ru
= ®+1l+r2+r3+--+ra—2+ rn—i—U(tq+t2+ts+- e--f-tn)

y si rostamos de los dos miembros de la ecuacién la suma
Ji-lr2 i's e .-)-rn | que es comun, tendremos

r0=D —d (ti+t-j-J-tj + .,tn) )
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I"sta ecuacion representa la forma que tiene el residuo r,,
por las operaciones sucesivas do la divisién, y realmente del di-
videndo se restan sucesivamente todos los productos parciales del
divisor ti por los cocientes parciales t,, t2, ... tn.

Si sustituimos el valor de rnen la ecuaciéon (fi) se tieno

j= t,+ 1, vt o+ 1L, +1)- AL+ <H,), (i)

y esta ecuacion contiene exactamente el resultado do n divisiones
parciales, representado por las cantidades D, rf, t,, t2.. .que en-
tran en el mismo.

Observemos:

1) No liemos supuesto en la demostracion que el dividendo
P y el divisor d estdn ordenados del mismo modo. Esta calidad
no se indica por ningdn signo.

2) No liemos supuesto también que el dividendo D debo ser
un multiplo verdadero del divisor d.

Suponemos solamente que los términos sucesivos t,, t2, t3...
se bailan, dividiendo el primer término de cada uno elelos divi-
dendos parciales por el primer término del divisor. Pero

3) La ecuacion (d) es siempre verdadera y una igualdad idén-
tica, cualesquiera que sean los valores de t,, t,, t3...tn verdade-
ros 6 falsos, supuesto solamente que los mismos valores entran,
como en el cociente, asi también en los residuos. Pues si multipli-
camos la ecuacion (d) por d, tendremos

D=d(t,,+t2-(-t3+ . .-]-tnj-]-D—d (t,-j-t.j-{-t3-] -.. ,tu)
es decir D=1).
4) EI rosto serda cero, si ol numerador que esté & la derecha

de (d) es cero, 6 biensi
D=d(ti+t2+t3+...tn)

es decir, si el dividendo D es verdaderamente un multiplo del di-
visor d por un polinomio finito 13-)-42-&3-f-...-pt,,. Por inver-
sion, el resto nunca serécero, si el dividendo I) no es un multi-
plo del divisor d. Luego en esto caso la divisién so continuara sin
lin, y el polinomio 13-(42—t3..—t3d ser& infinito.

Luego podremos concluir:

lo El modo de dividir un polinomio por otro, quo liemos
indicado arriba, dard siempre resultados verdaderos, aunque el
dividendo y el divisor no estdn ordenados del mismo modo.

2" Asi también el resultado sera verdadero, cuando el dividen-
do no esun mdultiplo del divisor.

3? Del mismo modo el resultado sora verdadero, cuando en
lugar de los verdaderos valores do los cocientes parciales t (, t,,t3..
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se toman falsos, supuesto quo los mismos falsos valores entren
en los residuos.

En el segundo caso el resto nunca seré cero. En el primero
y tercer caso es muy fécil que no so llegue & un resto que sea
igual & cero, aunque el dividendo es Un maltiplo del divisor;
pero si la suma

ti+ ta+t3+-m*n

esla misma que la que se busca, aunque los singulares términos
sean otros, el resto serd cero y la division llegard al fin.

En todo caso, cuando el resto no es cero, so debo afiadir al
cociente oncontrado el mismo resto dividido por el ivisor.

Daremos un ejemplo de divisién, enla cual el dividendo no
es nn multiplo del divisor,

§.26.
Division infinita.

Ejecutar la division p: (a—Xj.

p-fa xl= P-I-P. ?4-P £?24-P iP X"
T a'a6an a’a2”™ a'a*” ‘7™a’au
p—P.X P, x"*
a , a an
— +
+as
P.X-S .*1
a a’  a
- 4+
P,
P _ P x3
-H a* a2
+
P X3
*a
4-P il_ P
'‘a 'al” a al
- +
4:P | &a.
a’ @
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Sin continuar la divisibn mas adelants, so ve que cada ter-
mino del cociente se hallamultiplicando el precedonto por Des-

pués de haber encontrado n+1 términos dol cociente, el resto
completo de la division sera

+ la—v

Este se disminuye continuamente, si x<yi; pero se aumen-
ta sin fin, si x*>a. En el primer caso el resto puede despreciar-
se, después de haber formado un nimero bastante grande de tér-
minos dal cociente, y escribiendo

7 DYE LD P L

a—X a a

se quiere decir, que la sumade los términos & la derecha so aproxi-
ma tanto mas a la fraccion queestd & la izquierda, cuanto ma-
yor es el niumero de ellos. Sin embargo, puede formarse una in-
finidad de términos & la derecha, sin encontrar jamés completa-

mente el valor exacto de a£><"

En el segundo caso, si x~>.a, el resto nunca puede despre-
ciarse, y por consiguiente la ecuacion (m) empleada para esta
condicion, seré falsa.

E splicacion-.  Una continuacion de términos, como arriba en
el cociente (m), queso derivan unos de otros segun una leg de-
terminada, se llama una serie. Se distinguen lasseries en se-
ries finitas é infinitas, segln el nimero de los términos.

Una serie infinida se llama convergente, cuando existe un li-
mite cierto, & que se aproxima indefinidamente la suma do sus
términos tanto mas, cuanto mayor es el nimero do ellos; cuyo
limite se llama entonces suma de la serie.

Para la condicién x<ji, la serio infinita (m) es convergen-
te, siendo = limite y por consiguiente la suma do olla.

Cuando la suma de un numero cualquiera de términos con-
secutivos de la serie no converge hacia alguan limite lijo, so
dice que la serio es divergente. Talesla misma serie (m) para la
condiciéon x>a.

Cuando procedo una serie por divisién, os muy féacil formar
un verdadero juicio sobro la convergencia ¢ la divergencia do la
misma. Bastara observar el rosto completo do la division: cuan-
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do él decrece indefinidamente luida el limito cero, la soné sera
convergente, y de otra manera, en todo caso, la serio sera di-
vergente.

ARTICULO V.

Del cero y dcIlm nunirrs(infinitamente pequeiloiy
grandes.

§= 27.

Teoremas sobre cero é infinito.

l.° Ceiio puede encontrarse en un calculo de tres maneras
distintas:

1) Como resultado no procederd de otro modo sino como el
valor deuna diferencia, cuyo sustraendo es igual al minuendo:
a—a=0, b—b=0, 3.x2—3x2=0.

2) Una G otra de las cantidades dadas para hacer un céal-
culo, po'drd ponerse igual & cero, lo cual no es otra cosa que que-
rer que una U otra cantidad no deba existir:

3) Se usacero como limite de una cantidad que por division 6.
sustraccion repetida toma valores cada vez menores, sin que desa-
parezca enteramente.

2" Un numero susceptible de valores, que son menores que
toda cantidad asignable, se dice infinitamente pequefio. EIl limite
hacia el cual tiende tal namero es cero.

°Un namero susceptible de valores, que son mayores
toda cantidad asignable, se dice infinitamente grande. No hay li-
mite cierto hacia el cual tiende tal niamero; sin embargo se di-
ce su limite el infinito y se designa por el simbolo ce.

Teoremas sohre ceroé infinito.
1. ° El valor de un naimero no padece alteracién, cuando
so suma con él 6 se resta del mismo. Es evidente.
2. ” Un producto es cero, si uno de los factores es cero.
0.a=o0 ; a.0=o0

Dem. la o.a= (b—b) a=b a—b a=o0

a.o=a (b—b) =a b—ab=o0
Dsm. 2apor medio de ladefinicién.
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a) Si o es multiplicando. Tenemos

n=l-j-l+1+1. .. a veces; luego
0.2=0-]-0+0-)-0..ccuevurne a veces=o0.

Suponiendo que a sea una fraccién, cero, es decir, la
nada, primeramente ha de dividirse, lo que dari naday
por consiguiente el mismo resultado.

/?) Si o es multiplicador. Se forma o de la unidad en-
tera y absoluta, poniendo la unidad b veces, como
sumando, y b veces como sustraeudo, o=b—Db. Luego pa-
ra formar el producto a.0, se pondréa a, b veces por su-
mando y b veces por sustraendo.

a.o=a-|-a-]-a-(-..ccoe.. b veces 1
—a—a—a— e b veces j
3. “ Un cociente es cero, siel dividendo es ceroy el divisor

un namero distinto de cero.
2=
4 [0}
Dem. 1" La divisién es la inversion do la multiplicacion;
dado el producto Yy uno de los factores, se busca el otro
factor. Siendo por tanto el dividendo o un productoy a

uno de los factores, es preciso ser el otro factor o, porque
o=a.o.

Dem. 2» ’é: b:ab: Q_ 520

4. " Un cociente tiene un valor indeterminado, si el dividendo
y el divisor son cero.

Dem. Tenemos a.o=o, b.c=o, c.c=o y por consi-
. _o o} _ o0
%wentea—o, b6 p 5= -
El signo 2 se dice simbolo de indeterminacion, 1’cro esta inde-
terminacion supone, que el modo, por el que el cociento 2 se ha

formado, sea incognito; si dicho modo es conocido, la indeter-
minacion desparece. Si tenemos el producto a.o=0, ol cociento

2 serd *=a, y noserd =b, 6 =c. Asitambién para a=b tendre-
mos

Biblioteca Nacional del Ecuador "Eugenio Espejo"



—80

a2—b2 o
u—>b o]
Pero, se sabe, que
a2—b2= (a-fb) (a-b)

y dividir n2—b2 por a—b no es otra cosa que buscar el otrd
factor a+b. Por consiguiente, el resultado sera n-}-b=2 n. En
tal caso, frecuentemente se halla el verdadero valor de una frac-
cion, dividiendo el numerador y el denominador por el factor co-
mun. Asi para a=b es:
n<“ b‘= £— (a~fb3 (a2-b 2) =(a2 +b2) (a+bj=4 a3
a—b o] a—b

5° Un cociente es infinitamente glande si el divisor es infi-
nitamente pegncfio y el dividendo distinto do cero.

Deii. Poniendo a==4.ai, el factor g>se aumentara si d
se disminuye, y 6 ha de ponerse -tanto mas y sin limito
ninguno por sumando, cuanto menor es su valor,

fo10= W 100710V 1000 &

La ecuacion 5 =co se enuncia también de esta manera: un

cociente puede hacerse mayor que toda cantidad asignable, si el
divisor se hace bastantemente pequefio.

G Un cociente es infinitamente pequefio, si el divisor es in-
finitamente grande y el divisor distinto de infinito.

00
Demostraciéon la misma.

La ecuacion JL=o0, se enuncia también: un cociente puedo

hacerse menor que toda cantidad asignable, si el divisor se hace
bastautementc grande.

Siendo a=o0.co y también b=o0..co, c=0.00, se ve que la
espresion 0.» es asimismo un simbolo de indeterminacion.

70 Un cociente es infinitamente grande, si el dividendo es
infinitamente grande y ol divisor distinto del infinito.

co
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Dem. Como - es un numero distinto de cero, el produc-

X PP
to co 2° 2 serd un namero infinitamente grande. La
®

ecuacion — = 00 se enuncia también: un cociente puede
hacerse mayor que toda cantidad asignable, si el dividendo
Se hace bastantemente grande.

S? Una potencia, cuyo espionente es cero, equivale & la unidad.

a°=
Deh. Tenemos (teor. 21)

a’=am—mEam ; a'"=I

9? Una potencia, culro espouente es un namero infinitamente
grande, es 1) un namero infinitamente grande, si la base es ma-
‘or que la unidad; 2) es un numero infinitamente pequefio, si
a base es menor quela unidad; y 3) equivale & la unidad, si la
base es la unidad.

ax = x para a)>l ; a20=0 poraac<l;
aX=1 para n=1

Dem. Por division se hallara
Al = aut 1+a”—2+an- 3. -fnS-fn2-fa+1 (a)

La division finalmente tiene un resto =0, y por consi-
guiente el segundo miembro de la ecuacién es el cociente
completo y tiene n términos. Suponiendo a”~>I, cada uno
de- los términos del cociente, fuera del Gltimo, serd ]>1.
Porque si a”>l, serd también a.a)>l.a 6 a2]>a, y
n2.a”>a.a 6 a3)>a2 y a3.a)>a2.a 6 a‘*>a3 &a. en
general

ac>ar>a,p a3>a2>a)>l

Luego, sustituyendo 1 en lugar de las diversas potencias
que so encuentran & la derecha do (a), el resultado sera
menor que el do la divisién, y como la unidad enténeos
so encuentra alli n veces, siendo pues n términos, ten-
dremos:

a—=1>n do donde

an> 1+ n (a—1)
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Si n crece indefinidamente, crecera Inrabien 11 (h—1)
y podré tener valores que son mayores que toda cantidad
asignable. Luego a”=00 para n=00.

Si a=1, serd a«3=1°==1.11.1.....=1
Suponiendo a<A, podra ponerse o=-, y serd a'> 1;
luego aco=00 y
1 1 1 1
= 4 a a a,}\%P"'oo"'o
Escolio. Para el valor a=1, la ecuaciéon (a) dara

N=1-3I-f-1-4-....n veces = n

Como el primer miembro de lamisma ecuacién puede to-
mar las varias formas

1
an—1. 1 nn 1 a—1
a—1" a—1'(@“ 1) >, i- a—1 1
a"—i
suponiendo a=1, ellas se convertirén en
Q. eo0: w—mw &
o' " ((9)

Por consiguiente, todas serdn simbolos de la indetermina-
cion, y para el caso supuesto, el valor actual de ellas sera n.

ARTICULO VI.

Medida de los uimeros.

5. 28.

Esplicaciones.

1.° Un ndmero entero se llama divisible, 6 se dice simplemente
que se disidepor otro nimero, si la division esexacta, es decir, si
la division sucede sin. residuo y el cociente real es un nimero entero.

Del mismo modo, un polinomio se llama divisible por otro
polindbmio (& mondmio) si la divisién es exacta, esdecir, si la divi-
sion sucede sin residuo, Yy el cociente real esun monomio 6 polinomio
finito.
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32 es divisible pori, porquo 32:4=8, quo es uu nuamero
entero.

a2—b?2 es divisiblepora+b, porque (a2—b2;:(a-(-b)=a—b
cuya espresion es uu polinomio finito.

2. ° Los numeros que son divisibles por 2, se llaman nimeros
paros, ij todos los que no son divisibles por 2, sa llaman ndmeros
impares.

NUmeros pares son 2,4, 6,8, 10, 12....
NuUmeros impares son 3,5, 7, 9, 11,13....
En general, si designamos por n un ndmero entero, los nu-

meros jlares tendran laforma 2n, y los nimeros impares la for-
ma 2 iH-1.

3. “ Un namero entero (6 polindomio) que divide & otro sin res-
to, se dice divisor 6 medida del otro.

9 es divisor 6 medida de 27
a-]-b es divisor 6 medida do a*—b1

porque la division de 27 por 9 y de a4—b* por a-|-b procedo 6in
resto.

4. ° Un ndmero entero (6 polinomio) que es divisible por otro,
se llama uu mdaltiplo 6 un dividuo del otro. Asi en los ejemplos
de arriba, 27 os un multiplo de 9,y a4—b4 un multiplo do a-]-b.

Nota. Un polinomio se llama entero, si no contieno quebra-
dos 6 cocientes ningunos; porla razén opuesta, un polinomio quo
contieno denominadores, se llamafraccionario. Asi

a2-]-2ab-(-b2 es un polinomio entero;
a2-j- Jab-’-f- es un polinomio fraccionario.

En todo este articulo, con el nombre do ndmeros solo en-
tenderemos numeros enteros 6 polinomios (y monomios) enteros.
5. ° Todo numero tiene por medida & la unidad y & si mis-
mo, es decir, cada namero es divisible por la unidad y por si mis-
mo. Los ndimeros que no tienen por medida sino & la unidad y
4 si mismos, se llaman nimeros primos absolutos 6 factores simples.
Por el contrario, todos los nimeros que tienen por medida tam-
bién algin otro ndmero, se llaman nameros 6 fautores compuestos,
Los factores simples quo son factores de los nimeros compues-
tos, se llaman también factores primos de los mismos.
Son numeros primos absolutos: 1,2, 3,5,7, 11,13,17.. ..
Son numeros compuestos: 4, G 8, 9, 10, 12, 14, 15....
Los factores primos de 210 son 2, 3, 5y 7.

6. “ Un nimero quo divide & otros dos 6 mas, sellama coman
divisor 6 medida de estos. Si dicho ndmero es el maximo quo los
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divide, se llama maximo comdun divisor, 6 maxima comun medida
de los mismos.

4 escomun divisor do 30, 48, 72;

12 es el méximo comun divisor de 30, 48, 72.

7. ° Un ndmero que es divisible por otros dos 6 mas,
llama comun multiplo 6 dividuo de estos; y si dicho ndmero es el
minimo, que es divisible por todos ellos, él se llama minimo comdn
multiplo 6 dividuo de los mismos,

300 es comun mdaltiplo de 2, 3,5, 0, 15; y
30 es el minimo comdn multiplo de 2, 3, 5, 0, 15.

8. ° Dos numeros se llaman primos relativos 6 primos en
si, si no tienen comun divisor, sino la unidad.

Son primos entre si: 7y18; 8y 35; 9y 38.

§ 29.

Teoremas fundamentales sobre la medida de los
ndmeros.

~ Teorema 1. Un nimero que divido & otros dos, dividojtam-
bien & la sumay diferencia do los mismos.

SiLa, Rzlé', y ay 3 son nllJmeros enteros, serg (a+b):m

un uumero entero.
Dem. Tenemos:

atb . o g R
m n—m —

Como cty fi son nUimeros enteros, serdn también

y a—/T numeros enteros. Luego el cociente do a+b por
m es un ndamero entero, es decir, a+b y _a—b son divisi-
bles por m.

Teorema 2. Un numero que divide & otro, divido también
cualquier maltiplo del otro.
Simz a es un numero entero, serd también na:m un na-

mero entero, suponiendo n entero.
Dem. Tenemos

en donde n.aes un numero entero.
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Teorema 3. Un ndimero que es divisible por otro namero
compuesto, es también divisible por cualquier factor del nimero

compuesto.
Si a:m=q es un nimero entero y ademas m =a.fi un nu-

mero compuesto, serdn los cocientes a:a y a:/j ndmeros en-
teros.
Dem. Tenemos

a a , a a a
m= "~ =il j lues® ly p=ad

Como a, /?, g son nameros enteros, son también (i.q y
ar.g nimeros enteros.

Teorema 4. Un nimero que es divisible por dosé mas nu-
meros primos absolutos 6 relativos, es también divisible por el
producto de los mismos.

Si arra=ar, a: en donde mym' son nimeros primos
absolutos 6 relativos, y ademas si a y (i son ndmeros enteros,
sera el cociente a:mm' un ndmero entero.

Dem. Tenemos

a:m=a, luego a=mory - = mn (1)

Perom.: ft es un ndmero entero;)IL@go sera i Lentero

es decir, m'divide sin rosto al producto ma. Pero no di-
vide &m, porque my ni son primos entro si; luego ni'

dividird4 a y el cociente — = g serd un numero entero.
Sustituyendo este valor -aL = qg enla ecuacion (1), baila-

remos — = m.qg, luego—<4==n, es un nimero entero,
m mni’ 1

Si tenemos tres divisores m, m', m", que son primos en-
tre si, pondremos m.m'=//, y sera m.m'.m"=/<.m"en
donde fjym" son primos entro si. Como« so divido por
mym', a se dividir4 también por /<;y como a so divido
por/yyin", ase dividird también por/< m", es decir, por
m. m'.m".

Del igual modo demostraremos el teorema, si hay cua-
tro, cinco, seis.... en general mi namero indeterminado
de divisores, m, m', m", m"™
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& 30.

Divisibilidad de los nimeros enteros por 2, 3, 5, 9, 11.

1? Un nUmero es divisible por 2, si termina en cero 6 cifra
par.

Dem. Designando por N un ndmero enteroy por a b,

las cifras que tienen los lugares do las unidades,

decenas, centenas, millares.... sera
N =... .10000e + 1000 d+ 100 c+1O b+a
N:2=__ 5000 e+ 500d+50c +5b + ?

Luego si aes cero 6 un nimoro par, N sodividirapor 2.
2”. Un numero es divisible por 4, si las dos ultimas cifras,
considerandolas como un ndmero, son divisibles por 4.

Deu. N =....10000 e+1000d+100 c+ IOb+a

N:1=.... 2500 e+ 250 d + 25c+ 10b¢t 2-

Luego N serd divisible por 4, si 10 b+a es divisible por 4.
3? Un mimero es divisible por 8, si las tres Gltimas cifras,
considerandolas como un numero, son divisibles por 8.

Deu. N =.... 10000 e+1000 d+100c+ 10b+ a

N :8=__ 1250 o+ 125 d+100c~5|°—+-a

Luego N serd divisible por 8, si 100 e+10 b+a es divi-
sible por 8.
40 Un numero es divisible por 3 6 9, si la suma de las cifras
es divisible por 36 9.

Deu. N =....1000d+100 c+10 b+a
= ....'999d+ 99c+ 9b+ .. +d+c+b+a
N:3= _  333d+ 33c+ 3b+ /\_td+ocij)+a
N:9=.... 111d+ 11 c+ b+ '+ d+c+b+?

Luego Ii sera divisible por3 69, sila sumade las cifras
————— +d+c+b+a es divisible por 369
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Corolario. Uu numero es divisible qor C, si termina en cero

6 cifra par, y "si ademas la suma de las cifras es divisible por 3.
5? Un numero es divisible por 5, sitermina en cero o 5.

Dem. N =....1000d+100 c+10 b+ a
N:5=__ 200d+ 20c+ 2b+?
Luego N serd divisible por 5, si a escero 65.

Corolario. Un numero es divisible por 10, si termina en cero.
0? Un numero-es divisible por 11, si la suma de las cifras
de los lugares impares, menos la suma de las cifras de los luga-

res pares, es divisible por 11.

Dem. N =....+10000 c+1000 d+100 c+10 b+a
= __ + 9999 e+1001 d+ 99 c+11 b+a
+ e —d +c¢ —b
= ....+ 9999 e+1001 d+ 99c+11 b
+ (.... e+tc+tn)—(....+d+b)
1+11=....+ 909 c+ 91d+9c+b
q(ee- —J(Tg-+<1+]>)

Las cifras a,’'c... .estdn en los lugares impares, y las cifras
b, d ... .en los lugares pares; luego...........

§= 31.

Méaximo comun divisor.

Reola |. Pora hallar el maximo comidn divisor de dos 6 mas
numeros, todos los nimeros dados se descomponen en sus factores
primos, y se multiplican entre si todas las minimas potencias de los

mismos, que son comunes U todoslos numeros dados.
Buscar el méaximo comun divisor de 320, 400,

E jemplo I.
G80, 3400. Tenemos:
320=2*.5
400=2* 52
680=22.5.17

3400=23.52.17

Las potencias de los factores primos, que son comunes &
todos estos nuameros, son 23y 5’ ; luego el maximo comun di-

visor es 23.5=40.
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Ejemplo Il. Buscar el maximo comudn divisor de

2a2+4ab+2b2; 10 a2—10b2; 4a4—4b4
Tenemos
2a2+4ab+2b2=2 (a+b)2
10 a2—10 b2=2.5(a+b) (a—b)
4 ad4— 4b4=22.(a2)-b2) (a+b) (a—b)

No son comunes sino las primeras potencias de 2 y de a+b,
luego 2 (a+b) es el maximo comun divisor.

Dfm. El méaximo comun divisor necesariamente es 1) fac-
tor comdn de todos los nimeros dados, luego no contiene
sino las minimas potencias délos factores primos que son
comunes & todos; 2) contiene todos los que son comunes;
en el caso opuesto no seria el mé.rimo comun divisor.

Esta regla | puede emplearse frecuentemente, es decir, cuan-
do los factores primos de los numeros dados son conocidos (por
el § precedente.) Pero la mismaregla no basta para todos los
casos posibles.

Regla Il. Para hollar el maximo comun divisor de dos niime-
ros, se divide el mayor nimero por el menor, el menor por el resto
encontrado, y aricada vez el divisor precedente por el Gltimo resto
encontrado, hasta que v llegue & un resto cero: el Gllimo divisor serd
el maximo comun divisor buscado.

Asi el maximo comun divisor de 524!)y 1595 es 29, el que
se hallard por el modo de proceder como se sigue:

3 3 2 3 2
5249 : 1595 ; 464 ;2013 ; 58 : 29
4785 1392 406 174 58

464 203 58 29 0

En general, para losnimerosayb el maximo comnndivi-
sor se buscard de la misma manera:

a ;(b L C Q ]
Nbye < fe
cd c o
designando por ¢, d, e, 0 los restos y por fi, y, 6, e los cocientes

succesivos.
Deji. Primeramente el tltimo divisor e es un comun divi-

sor de ay b, porque tenemos
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1) d= fo

2) c= id-fe
3) b= yc)d
4) adi/ib-j-c

Por 1) ees un divisor ded, luego por 2) de c, luego por
8) de b, luego por 4) de a
Ta>segundo, e es también el maximobomun divisorde a y h
Porque otro comun divisor de a y b, por ejemplo le, segin 4), y
el T. 1, deberia ser contenido enc, luego segun 3) en 4, luego
seguin 2) ene, lo cual no es posible si 4;>e.

Nota 1. De la segunda parto de la demostraciéon se sigue
igualmente, que un comun divisor cunlgniera estd contenido cu
el maximo comun divisor.

Nota 2. Si el Gltimo divisor que se encuentra por este mo-
do de proceder es 1, los dos numeros propuestos seran primos
entre si, pues no tienen divisor comdn sino la unidad.

Del mismo modo se tendra el maximo comun divisor de dos
polinomios.

Ejemplo |. Buscar el maximo comdn divisor de

3a’'—2a-—3ab2+a-{-2 b2-fb2 y de a2—b2

3 a?—2a2—3ab2-f-a-f2b2+ b2 a2—b2= divisor
3a3 -3 ab2 e

—2a2 + a+2b2-]-b2
—2a2 +2b2

+a -j-b, resto, el quo so divida al
divisor:
a2—b2:a-]-b=a—b sin resto:
Luego el dltimo divisor a-)-b es el méximo comuan divisor
buscado.

Para evitar fracciones 6 nimeros demasiado grandes, frecuen-
temente conviene multiplicar 6 dividir el divisor 6 dividendo por
un ndimero que no es comun factor de uno y otro.

Ejemplo Il. Buscar el maximo comun divisor do

10x2+14x—12 y do 7x2+ 22x+ IG

No se divide 10x2 por 7 x2 de modo que el cociente sea en-
tero; luego multiplicaremos el primer polinomio por 7, que no os
factor del segundo, y tendremos
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70 x2+ 98 x— 84 7x2+22 x+16 = prim. divisor
70 x2-(-220 x+IGO
10
—122 x—244, resto; el gne dividido .por —122
es =x+2, luego
7x2+22 x+G x+2 = segundo divisor
Tx2+14x
7xX+8
-f- 8x--16
+ 8x4-16

0
Luego el ultimo divisor x+2 es el méximo comun divisor
buscado.

Regta IIl. Parahallar él mdximo comun divisor de va-
rios nimeros, primeramente se buscara él de dos ndmeros pro-
puestos; luego él del divisor comin asi obtenido y un tercer nu-
mero-, después el del nuevo divisor comin obtenidoy un cuarto
numero &a: €l altimo méximo coman divisor asi determinado
seré el de todos los nimeros.

Para los ndmeros 588, 33G, 112, 35, el méximo comun-di-
visor serd 7, segun el siguiente modo de proceder;

588 336 112 35

84
28

7
en donde el méximo comun divisor de 588 y 336 es 84, el de 84
y 112 es 28, el de 28y 35 es7.
En general, sia, b, ¢, d son los nUmeros dados vy si el méaxi-
mo comun divisor do ay b se designa por e, el de ey eporf,
elde/yd por g, serag el md&ximo comun divisor de a, 6,¢, d:

a b c d
[ VA
e

Dem. Primeramonte g es un comun divisor de a b, ¢, emn
porqué segun la suposicion, g esta contenido en dy/, y co-
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mo/ esta contenido en ey c, estard g contenido en d,cye;
pero como e estd contenido en ay b, g también estaréd con-
tenidoend, c, by a

Lo segundo, g es también el maximo comudn divisor de
a, b,c,d; porque, conforme & laNota 1 de arriba, otro di-
visor comun, por ejemplo k, seria divisor de e, luego tam-
bién de/, luego deg, do cual no es posible sik>g.

§. 32.

Minimo comudn maltiplo.

Regta |. Para hallar el minimo comin mdultiplo de dos
6 mas nimeros, todos los nimeros dados se descomponen en sus
factores primos, y se multiplican entre si las supremas potencias
de los mismos.
E jemplo |. Dados los nUmeros 28, 42, 63, 77, tenemos
28=227
42=2.3 7
63=3=7
77=7.11
Las supremas potencias de todos los factores primos son,
22, 32,7°, 111; luego
22.32.7.11=2772
serd el minimo comdn mdltiplo do 28, 42, 63, 77.

Ejemplo Il. Buscar el minimo comin multiplo do
a2—4 b2 ; |a2-(-lab-]-4b2; 2a-j-4b
Tenemos
a2—4 b2=(a-)-2b) (a—2b)
a2+4 ab+4b2=(a-f2b)2
2a+4b=2 (a-J-2 b)
Las supremas potencias de todos los factores primos son
(a+2b)2; a—2b; 2
luego el minimo comdn maltiplo sera
2(a-f2 b)2 (a—2 b)

Dem. El nimero as! determinado es 1) un multiplo do
todos los numeros propuestos, pues contiene todos los
factores primos de cadaunoy estos en la suprema poten-
cia que se encuentra, de modo que cada uno do los nime-
ros dados estd contenido en el producto asi formado; 2
es el minimo comdn mdultiplo; pues siso toma una poten
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cia do cualquier factor primo que sea monor que la sui
prema, uno U otro (le los nimeros (Indos no seria conte-
nido en el multiplo formado.
Esta regla puedo emplearse frecuentemente, os decir, si los
factores primos son conocidos; pero la misma regla no es aplica-
ble 4 todos los casos posibles.

Regta Il. Para determinar el minimo comun multiplo de
dos marfieros, se buscara el maximo comun divisor de los mismos
y dividiendo por él & uno de los nimeros dados, se multiplicara
el cociente encontrado por el otro numero.

Asi para los nimeros 1488 y 20G4 el maximo comun divisor
es 48, luego el minimo comdn maltiplo serd

"46 .2064 = m .1488 = 63984

En general, designando por m el maximo comun divisor de
ayb se tendrd el minimo comin mdultiplo

Dem, Si ponerqos
e Y wm” »)

en donde « y'/? son numeros enteros, tendremos
a=m.a y b=m./3 fb)
Ademas si designamos cualquier multiplo de apor v, ten-
dremos en general
v=m.a./fs (c)

pues m.a=a ha de ser factor de uy el otro factor de v serdun
numero desconocido, pero entero /?', Si v debe ser también un
multiplo de b, tendremos del mismo modo

v=m <P m! «
porque m.yS=b hade ser factor de v y el otro factor serd un na-
mero entero desconocido a'. De las ecuaciones (c¢) y (d) se saca
m. a.fi'—m.fia"', luego

a a' 6 bien de donde
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c=k a') T a'=
fi=k /5'i1 A'=

i

si por k se designa un nuamero entero é incégnito.

La suposicion (1) no es posible, porque segin ella ay fi
tendrian /mpor comun tactor, lo cual no es posible, pues de las
ecuaciones (b) se sigue que a y fi son nUmeros primos entre si,
teniendo el méximo comudn divisor m todos los factores, que son
comunes 4 ay b Luego queda solamente la segunda suposicion
(1), y poniendo y67=k fi en la ecuacién (c), sededuce v=m ak/i
6 bien

v=a fim.k (0)
en donde k es un nimero entero. Esta ecuacion da la forma ge-
neral de todo multiplo de ay b,y no hay otro. En laparte « fim
estdn contenidos a m=a y /3m=b; luego a fi ni es por si mis-
mo un multiplo de ay b. La misma espresion o fi m es también
el minimo comin mdaltiplo de ay b; porque el minimo va-
lor que v puede tener en (e), so hallara si el umoro k es el mi-
nimo, es decir, si k=1.

Pero segin (a) y (b) es

af'?m-eib: b.a
m m

Luego estas espresiones representan el minimo comdn mul-
tiplo de ay b

Nota. De la ecuacion (e) se infiere también: si dos nameros
ay testan contenidos en otro e, que no osel minimo comun mal-
tiplo de ayb, el minimo comdn mdultiplo estard contenido en r.

Del mismo modo so buscard el minimo comdn multiplo do
dos polinomios.

Reola Ill.Vara hallar el minimo coman multiplo de va-
rios numeros, prima dmente se buscara el de dos numeros, lue-
go el del multiplo asi obtenido y un tercer namero, después el
del nuevo mdaltiplo asi encontrado y un ruarlo nimero da: el ul-
timo minimo coman mdltiplo asi obtenido ser4 el de todos los
nimeros.

Asi el minimo comun mdaltiplo do 15, 27, JO 72 sera 1080,

pues tenemos
15 27 00 72

135
540

1080
en donde 135 es el minimo comun mdltiplo de 15y 27; 540el
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do 135y GQ 1080 el de 640 y 72.
En general, para los nimeros a, b, ¢, <tendromos el minimo
comin multiplo z del siguiente modo:
a b c d

z
designando aqui por s el minimo comén mdaltiplo do ay b, por
tel de sy c, ypor zeldety d

Dr..r. Primeramente, z es un multiplode g, b,cy d. Por-
que conforme & la suposicion, z es multiplo de ty d; y como
t es multiplo de sy c, serd z multiplo de s, cy d; ycornos
esmultiplo de ay b, serd z maltiplo do a b, c y d.

Lo segundo, z es el minimo comdn multiplode a, b, c y d.
Supongamos que haya otro v, que sea menor. Como ayb
estarfan contenidos en v, segun la nota dearriba, también
s deberia estar contenido en u; y como sy c estarfan con-
tenidos en v, estaria contenido también ten v; y como |y
d, finalmente z estaria contenido en y. Pero no es posible
si ¢c-O-

§. 33.

Aplicaciones.

1? Simplificacion de los quebrados comunes.

Regta. Para simplificar un quebradoy para reducirlo & la
forma la mas simple que puede tener, se dividiran sus términos
Por el maximo comin divisor de los mismos.

Ejemplo I. La fraccion .1513\ puede simplificarse por 89,
porque 89 es el maximo comun divisor del numerador 1513y del
denominador 2492. De donde tenemos

1513 1513:89 17
2492 2492:89 28

y este resultado & un tiempo, es la forma mas sencilla que la

misma fraccion puede tener; pues el méaximo comdn divisor 89
tiene todos los factores que son comunes & 1513 y 2492.
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Ejemplo Il. Tenemos de igual modo

8x3— 2x2—41x)-35 4x—7
4 x»+12x2 —x—15 2x+3

porque el numerador y denominador de la primera fiarc.'cn tie-
nen 2x2+ 3x—5 jior méaximo comun divisor, y simplificando
por esta espresion, se hallara la segunda fracciéon quo equivale
4 la primera y 4 un tiempo, es su forma mas sencilla,

Ejemplo Ill. La fraccion
x2—I1Qx+21
X2— 9x+ 14

para x=7, sereduce & la forma indeterminaada ”. ;Cual es el
valor real de la misma para x=7?
Res. EI méximo comun divisor del numerador y denomina-
dor ex x—7; por esto tenemos
x2—IOx+21  (x—3) (x—7) x—3
X2— 9x + 14  (x—2) (x—7) x—2
Sustituyendo x=7, laprimera y la segunda espresion so ha-
cen = ?, y se ve que esto tiene lugar, porque el numerador y
denominador tienen un factor comin x—7, quo se hace = 0.
La tercera espresion dael resultado buscado
2° lleduccion de quebrados & un mismo denominador.

Regla. Para reducir varios quebrados que liciten denomina-
dores distintos U un mismo denominador, se buscara el minimo
comun multiplo de todos los denominadores, el quesedividira
por los denominadores succesivos, y finalmente se multiplica-
ran los términos délasfracciones dadaspor los cocientes asi
obtenidos.

Ejemplo |. Reducir los quebrados
7.3. 4.5. n
MW’ »’ 15 i' 12

4 un mismo denominador.
El minimo comin multiplo de los denominadores

10, 8, 15 4, 12
es 120; luego dividiendo 120 por estos denominadores se tendrd
12, 15, 8 30, 10
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y multiplicando los términos do las fraccionoS dudas por estos
Cocientes, so hallnra

7.12 , 311 . 4.8 , 5.30 .11.10
1012 8.15 ’ 15.8 ’ 4.80°12.1(1
84 . 45. 32 . 150. 110

120 1220 120 120 ' 20

Como se ve, bastard multiplicar por dichos cocientes sol6
los numeradores de las fracciones dadas, dando U todos los pro-
ductos asi encontrados el minimo comdn multiplo por denomi*
nador.

Ejemplo Il. Sumar las fracciones

x—8 x—2
—5x-f-6 y x2—9x-f-14
El méaximo comun divisor de los denominadores es x—2;
dividiendo por este binomio 4 los denominadores se hallaran los
otros factores do los mismosy se encontrara

x2—5x+ G=(x—3) (x—2)
X 2—9-K-f-1.4=(x—7) (x—2;

Luego el minimo comdn multiplo de los denominadores es
(x—2) (x—3) (x—7)
Los cocientes de este por los denominadores son
Xx—7 y x—3
Por consiguiente tendremos

(x—8) (x—7) ' (x—2) (x=3)
(x—2)(x—3)(x—7) (x—2) (x—3.i (x—7)

6 reduciendo
x2—20x-fG2

X3—12 x2-)-41x—42
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ARTICULO Vil.
De los quebrados:

A. [E los quebrados comunes.

§= 34.

Sumario de las reglas principales sobre los quebrados.

Un quebrado 6 una fracciéon no es sino una especie de co-
ciente, es decir, un cociente que tiene por dividendoy divisor
numeros enteros. Luego la teoria de las fracciones esta conteni-
da en el articulo 1, que trata de los cocientes, y en el articulo
precedente en el cual se ha dicho todo lo que so necesita para
reducir los quebrados & una misma denominacién si no la tienen.
Luego bastard poner aqui las reglas principales que pertenecen
4 las operaciones con los quebrados.

E splicaciones. 1? Un quebrado en que el numerador es menor gtie
el denominador, vale menos que la unidad, y por esto se llama que-
brado propio, como
1 3 7 20
8’ 8’ 0 37

2? Un quebrado en que el numerador es igual 6 mayor que el
denominador, valo la unidad 6 mas quo la unidad, y por esto
se llama quebrado impropio, como

4 5 C 18
47174 T

3? Un ndmero que contiene enteros y ademas un quebrado pro-
pio, se llama nimero misto, como

H, 3f, 6*

Calidades de los quebrados.

1) De dos quebrados que tienen igual denominador, es ma-

yor el que tiene mayor numerador:
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2) De dos quebrados que tienen igual numerador, es mayor
el que tiene menor denominador:
5 r,
8-79

3) Un quebrado no varia de valor, multiplicando sus dos
términos por in mismo numero:

4= 4)7==32
3 3.8 4

4) Un quebrado no varia de valor, dividiendo sus dos térmi-
nos por un mismo ndmero:
32_32:8_14
24 24:8 3

Corolario. Para reducir un quebrado & su’ espresion mas
sencilla, se dividen sus dos términos por el méximo comun di-
visor de los mismos.

. 1079, , P
E jemplo. DeduUzcase el quebrado i-— '& su espreBlon mas

sencilla.
Resol: EI maximo comun divisor de los dos términos 1G79
y 1095 del quebrado es 73; luego tenemos

1679_1679:73__ 23
1095 xuyo:73 15

y estaespresion 1293 es la forma mas sencilla del quebrado; por-

que el méaximo comun'divisor tiene todos los factores que pue-
den ser comunes & los dos términos 1679y 1095; luego quitan-
dolos por la divisién en los nuevos términos 23y 15 no pueden
encontrarse factores comunes.

Adicién de los quebrados.

Regla 11 Para sumar quebrados que tienen denominadores igua-
les, se suman los numeradores, y & la suma se lepone por denomina-
dor el denominador comun.

3.4.1, 5 3+4+1-)-5_13
8'EM8 '8 8 8

Regla 2a Para sumar quebrados que no tienen ‘denominadores
iguales, se buscard primeramente el denominador comun, luego los
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quebrados se reduciran & él, yfinalmente se sumaran segin lare-
gla 1. . .

Regla 3“ Para reducir quebrados & un comin denominador, se
multiplican losdos términos de cada uno por el cociente que se ob-
tiene, dividiendo el minimo comdn multiplo de todos los denomina-
dores por el denominador respectivo (§.33.)

Sustraccion de los quebrados.

Regla. 1. Para restar un quebrado de otro, cuando tienen de-
nominadores iguales, se restan los numeradoras, y & la rosta so
pone por denominador el denominador comun.

Regla 2. Silos quebrados no tienen un denominador coman,
re reducen primeramente & él, y luego se restan como so ha di-
cho en la regla 1*

Mxdtiplicacion de los quebrados.

Regla 1“ Para multiplicar un quebrado por un entero, 6 un
entero por un quebrado, se multiplica el numerador por dicho
numero entero, dejando el mismo denominador; 6 se divido el
denominador por el entero, permaneciendo igual ol numerador.

59g_5.3_15 8 ,8 8
7 4a~~7 T’ i5 15:3—5

Regla 2“ Para multiplicar un quebrado por otro quebrado,
se multiplica el numerador por el uumerador y el denominador
por el denominador; 6 se divide el numerador del primero por
el denominador del segundo, y el denominador del primero por
el numerador del segundo.

5 7_57 35 15 7_15
3 '8 3.8—24" 14'5 14

5_3
702

Division de los quebrados.
Regla 1" Para dividir un quebrado por un entero, se multi-
plica el denominador por el entero, dejando el mismo numera-
dor; ¢ se divide el numerador por el entero, permaneciendo igual

el denominador.

50_ 58 _J5. 8.,= ipa= 2
va 73 21° 15% lo 15

Regla 2* Para dividir un entero por un quebrado, se multi-
plica el entero por el divisor invertido.
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o7 21
~'5 B
Regla 31 Para dividir un quobrado por otro quebrado, so

multiplica el dividendo por el divisor invertido; 6 se divide el nu-
merador del primero por ol numerador del segundo, y el deno-
minador del primero por el denominador del segundo.
4.5_4 7_28. 25.5_ 2555_ 5
3'7 3'5 15" 13 mi 12:4 3

B. de 1os quemados decimales.

§. 35.

De los quebrados decimales en general.

E sflicaciones. 1.” Un quebrado quetiene.por denominador una
potencia de 10, se llama quebrado decimal.
Son quebrados decimales

3 7 134 7543
10 - 100 - 1000 10000

y en general, designando por Ay n nimeros enteros, la forma que
tiene toda fraccion decimal, sera

10n
21 Un quebrado decimal se llama propio, si no contiene entero

6 si el denominador es mayor que el numerador-, y se llama impropio,
si contiene enteros, 6 si el numerador es mayor que el denominador.

% es un quebrado decimal propio.

1738 * . . .
TL% =17 1?1% esun quebrado decimal impropio.

3.° Un quebrado decimal puede representarsepor una suma de
otros quebrados decimales, cuyos denominadores sonlas potencias cre-
cientes de 10. Asi

KR

+ « (a)
000 r 10000 K™
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De aqui so infiere gno los quebrados decimales pueden es-
presarso de palabra 6 por escrito, al modo que los nimeros en-
teros. Porque una unidad de untérmino cualquiera & la derecha
de (a) contiene diez unidades del término que inmediatamente le
sigue
10

X0 — 10

I — e-j- = — e .
10 100 * 100 luuu > 1000 10000~

lo mismo que observamos en un ndmero entero cualquiera. Da-
do por ejemplo el nUmero entero 5836, tenemos

5836=5.1000+8.100+3.10+6.1 (/S)

A laderecha de la ecuacion (/3), una unidad de un término
cualquiera contiene diez unidades del término inmediato.

1.1000= 10.100; 1.100= 10.10; 1.10= 10.1

Las potencias de 10, que son verdaderamente factores de los
ndmeros 5, 8, 3 no se escriben, designandolas suficientemente por
el valor local de las cifras. Luego, de semejante modo, los denomi-
nadores 10, 100, 1000, 10000, que estdn & la derecha de (a), po-
dran omitirse, dando & los numeradores 3, 0, 7,5 un valor local
correspondiente. Para hacerlo, estos se ponen como en los nume-
ros enteros, unos en pos de otros, sin interposicion de signo al-
guno en el orden que tienen, designando el lugar de las unidades
enteras por ceroy una coma, que las separa do las décimas: j

S I'= 03075

Si se quiero escribir la suma do los nimeros 583Gy 3y(7y, po-
dremos efectuarlo del modo siguiente:

B836+ f S = 5836'3075

E1 numero 5836 que esta delante de lacoma, designara los
enteros que tenemos, y el nimero 3075, que esta después do la
coma, designard el quebrado decimal propio quo ha de escri-
birse. En todo este nuevo numero

5836,3075
una unidad de un lugar U orden cualquiera contiene diez unida-
des del lugar G orden inferior inmediato, pues tenemos, cinco

mil, ocho centenas, tres decenas, seis unidades, tres décimas, nin-
guna centésima, siete milésimas, cinco diezmilé~imas. Luego:
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4. ° Para escribir los quearados decimales, se seTiala el lugar
las unidades por una coma después de €l 'y se coloca la cifra que re-
presenta las décimas en el primer luyar & la derecha de las unidades
6de la coma, la que designa centésimas en el segundo, la que mi-
lésimas en el tercero &a.

El cero sirve lo mismo que en los enteros, para designar la
falta de una unidad de cualquier orden, do modo que 5 centési-
mas y 8 diezmilésimas, se escriben: 0,0508.

5. " Los quebrados decimales pueden leerse como si fueran
meros enteros, espresando alfin el orden decimal & que corresponde
la dltima cifra.

El quebrado decimal 73,506 se lee: setenta y tres mil qui-
nientas seis milésimas. Puede leerse también: setentay tres en-
teros y quinientas seis milésimas; 6 finalmente: setenta y tres en-
teros, chico, cero, seis, enumerando solo las cifras que estan & la
derecha do la coma decimal.

§ 36.

Calidades principales de los quebrados decimales-

1.° Un quebrado decimal no varia de valor, poniendo 6 qui-
tando ceros a continuacion de las cifras significativas. Asi te-
nemos
85,43=85,430000

2? El valor de un quebrado decimal so hace 10, 100, 1000,
10000.. ..veces mayor, si la coma decimal sepone 1, 2, 3, 4.. ..
lugares & la derecha:

8723,5=10X872,35=100X87,235=1000X8,7235

3.° El valor deun quebrado decimal se hace 10, 100, 1000,

10000.. .. veces menor, si la coma decimal se pone 1,2, 3,4....
lugares 4 la izquierda:

0,0025= (X 0,025= 4X0,25=, X ~
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§= 37.

Adicion y sustraccion de los quebrados decimales.

Regta I|. La adicion de los quebrados decimales se efectia
colocando los sumandos unos debajo de otros, de manera que
las comas estan en columna, y sumando, como en los enteros,
las unidades de un mismo orden, principiando por el inferior,
y la coma se escribe en la suma bajo de las comas que estan
en los sumandos.

Por ejemplo:

325,3084 = 325,3084
47,38 = 47,3800
13,523 = 13,5230

0,9513 = 0,9513

387,1627 387,1627

Para no equivocarse se ponen ecros en los lugares ultimos
do los sumandos si no tienen unidades.
Dkm En una misma columna no estan sino fracciones
de la misma denominacién, se suman los numeradores, de-
jando'él mismo el denominador comun.

Regta Il. La sustraccién de dos quebrados decimales se
efectla, colocando el sustraendo debajo del minuendo, de manera
que las comas estén en columna, y restando, como cu los ente-
ros, las unidades de un mismo orden, principiando por el in-
ferior y la coma se escribe en el resto bajo de las otras comas.

Por ejemplo:
23,074 9,0000 18,2300
9,600 2,3857 7,5438

13,474 6,6143 10,6862

Para no equivocarse so ponen ceros en los lugares altimos del
minuendo y sustraendo si no tienen unidades.

Dril. En una misma columna estan fracciones do la mis-
ma denominacién, se rosta el numerador del sustraendo
del numerador del minuendo, dejando él misino el deno-
minador comun.
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§, 38.

Multiplicacion de los quebrados decimales.

Regla |I. Para multiplicar un quebrado decimalpor 10,
100, 1000. .. en f/cncralpor una potencia cualquiera de 10, se
corre la coma uno, dos, tres... y en general tantos lugares ha-
cia la derecha como ceros hay en la potencia de 10.

Se deduce inmediatamente del § 36, 2."
Si no hubiesen bastantes cifras & la derecha de lacoma, se
suplirdn por ceros:
8,372X10000=83720

Regla Il. Para multiplicar un quebrado decimal por un
entero U otro quebrado decimal se prescinde de la coma, se hace la
multiplicacién como si fuesen ambos factores numeros enteros,
y luego se separan de derecha & izquierda por la coma decimal
tantas cifras como decimales habia en ambos factores juntos.

1) 3417 2) 12,493
9 0,07
30,753 0,87451
3) 579 4) 0,0687
8,3 0,34
1737 2748

4632 2061
48,757 0,023358

D em. Designando dos quebrados decimales por

A B s s A B A B
ium y tu" ' tendremO!) iu"* elo" — fu'“-"¢

Luego se multiplican los numeradores Ay B, que son
los mismos quebrados decimales, si se prescindo de las co-
mas, y se divide por 10m‘L.m es decir, se separan de dere-
cha & izquierda por la coma decimal m-]-n cifras, luego
tantas decimales cuantos tienen los factores juntos.
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Si ponemos n=0, tendremos jqijj=B quees entero,

y el resultado de arriba se convierte en el siguiente:

A
1I0mm —1U1

§. 39.

Division de los quebrados decimales.

Regla |I. Para dividir un quebrado decimal por 10, 100,
1000.... yen general por una potencia cualquiera de 10, se corre
la coma uno, dos, tres.... yen general tantos lugares litda la iz-
quierda, como ceros estdn contenidos en la potencia de 10.

Se infiere inmediatamente del § 30, 3."

Si no hubiese bastantes cifras & la izquierda de lacoma, so
suplirdn por ceros:

8,97:1000=0,00897

Regla Il. Para dividir un quebrado decimal por un entero
que es menor que el dividendo, se ejecuta la division como si el
dividendo fuese, también entero; pero tan luego como la primera
cifra decimalforma piarte de. un dividendo parcial, se pone coma
en el cociente, antes de ejecutar la division siguiente.

Por ejemplo:
328,7025:25=13,1505
25

78
75

37 so pone la coma
25

120
125

125
125

0
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Dem. 25 estd contenido en 32 decenas diez veces, luego
se escribe por cociente 1 en el lugnr de las docenas. El
resto siguiente, 78 unidades, contieno 25 tres veces, luego
se escribe por cociente 3 en el lugar do las unidades. El
resto siguiente 37 décimas no contiene 25, porque 87 25;
luego so pone jcoma en el cociente. Si el resto 37 fueso

37

entero, contendria 25 una vez; poro como significa el

cociente serd ~i, y sepone 1 en el cociente, en el lugar
de las décimas. El resto siguiente 126, si fueso entero, con-
tendria 25 cinco veces; pero como significa iﬁf) , el cociento

. LD .
serd jyQ luego se pone 5 en el cociente en el lugar do
las centésimas &a.

Corolario. Afadiendo una coma decimal y ceros & la conti-

nuaciéon de un nimero entero, este toma la forma do un quebra-
do decimal. De donde se infiere que cada division de enteros por
enteros puede efectuarse del mismo modo, y quo cada division
indicada de enteros por enteros se puede convertir en el cocien-

Por ejemplo:

19:15=49,0000:15=3,206.
45

40
30

100
90

100
90

100

Regla |11, Para dividir un quebrado decimal por un entero

que es mayor que el dividendo, se pone en el cociente ceroy coma, y
después de esta, tantos ceros ménos uno, como cifras decimales se
mnecesite tomar abajo, para hallar el primer dividendo convenianle.

Por ejemplo:
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m/ 1) 3,27:48=0,068125 2) 0,0058:22=0,0002036. ..

288 44
390 140
384 132

60 80
48 66
120 140
96 132
240 80
240
0

Dem. La misma que la do la regla precedente.
Corolario. Del mismo modo puede efectuarse cada division
de un entero por otro entero, si el dividendo es menor que el
divisor.
8:125=8,000:125=0,064
750

500
500

0
Regla IV. Para dividir un nimero entero 6 un quebrado de-
cimal por otro quebrado decimal, se multiplican ambos por talpoten-

cia de 10, que el divisor se haga nimero entero, y luego se divide con-
forme & las dos reglas precedentes.

Por ejemplo:

1) 13:0,46=1300:46=28,36...
92

380
368

120
92

280
276

40
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2)
22758

21420
189G5

24,9:3,793=24900:3793=G,5G4 ..

24550
22758

17920
15172

27480

Dem. Un cociente no camina do valor,

multiplicando el

dividendo y el divisor por el mismo numero.

8= 40.

Reduccion de quebrados comunes & decimales.

En virtud de los corolarios do la

regla 11'y 111 del paragra-

fo prccodente, todo quebrado comdn puedo convertirse en que-

brado decimal.
quo el quebrado comun indica.
Por ejemplo:
1) =7,0:8=0,875
64

2)

60
56

40
40

3) 3=2,0:3=0,GGG.

2)
18

20
18

20
18

20

A este fin bastara realmente efectuar la division

$,=9,0:40=0,225
80

100
80

200
200

41-=18,0:55=0,32727.
165

150
110

400
385

150
110

400
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En el primeroy segundo ejemplo el cocionto es exacto, en-
contrandose un residuo =0. En el tercero y cuarto ejemplo el
cociente no es exacto y la repeticion de los restos indica quo
no lo seria por mucho que se prolongase la operacion.

Si la divisiéon es exacta, es decir, si se encuentraun resto ce-
ro, el cociente serd un quebrado decimal finito; si la divisién no
es exacta, es decir, si nunca se encuentra un resto cero, el co-
ciente serd un quebrado decimal infinita. Pero:

1“ La divisién serd exactay el cociente un quebrado deci-
mal finito, si el quebrado comun, reducido G suforma mas sencilla,
no contiene enel denominador sino los factores primos 2y 5.

Dem. Designando un quebrado comun, que esta reducido
U su forma mas simple, por serdn A y B numeros pri-

mos entre si. SiB=2m.5“y mj>n, tendremos

A Aloll _ A.10™:2m.5n A .2mbm:2nm5"
B 2m.5u.10n iom 10+

AS5m >
1Um

El resultado es un quebrado decimal finito, porque el nu-
mero de las cifras decimales es m digual al espoliente do
la suprema potencia que se encuentra en el denominador
B. Pero, si el denominador B tiene otro factor primo quo
2 6 5, por ejemplo 3, la divisiébn nunca serd4 exacta, por-
que este factor 3 nunca podré quitarse, nipor A, que es
primo relativo, ni por 10m quo no contieno sino los facto-

res2y5.
Corolario. Por consiguiente los quebrados decimales que re-
presentan los quebrados comunes §, |, j, seran finitos y

tendran respectivamente 1,2, 3, 4, 5 decimales. En el segundo
ejemplo de arriba .£,=0,225 tenemos 3 decimales; porque9 y 40
son primos entre si y el denominador 40=2 3.5 tieno 3 por méaxi-
mo esponente. Del mismo modo 11:1250 dard 4 decimales, por-
que 1250=54.2, y realmente 11:1250=0,0088.

20 La divisién nunca sera exacta y el cociente un quebrado
decimal infinito, si el quebrado comun reducido & su forma mas
sencilla, contiene en el denominador factores que son distintos
de 2y5.

Dem. Porque estos otros factores no estan contenidos ni
en el numerador A, ni en 10m y por consiguiente nunca so
quitaran, como liemos visto en la demostracién proce-

dente.
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Como el rosto es menor quo el divisor, n lo menos do un»
unidad, es preciso que continuando la division inoxacta, los restos
se repitan; y repitiéndose los restos so repetirdn también las ci-
fras del cociente, formando asi periodos de una, dos 6 mas cifras,
tantas & lomas, como unidades tiene el divisor.

E spiicacion. Se llama fraccién decimal periddica aquolla
que contiene un numero ilimitado de cifras, algunas de las
cuales se repiten indefinidamente, como 0,575757. .. y
0,38270270.. ..

El periodo se forma por las cifras que so repiten; en el pri-
mero do los ejemplos anteriores el periodo es 57, en el segundo
271G.

Las .fracciones periddicas se subdividenen puras y mistas.
Se llama fraccionperiddicapura aquella en que el periodo princi-
pia desde la coma, como 0,333.. . Se llama fraccién periédica
mista aquella en que el periodo no principia desde la coma, co-
mo 0,30272727. ..

So infiere:

El periodo tiene & lomas tantas cifras como unidades mé-
nos una tiene el divisor.

§ 41.

Reduccion de quebrados decimales a comunes.

lo Para reducir un quebrado decimalfinito & quebrado co-
mun, el quebrado decimal se escribe en forma de un quebrado
comun, y luego se simplificard, si es posible.

Por ejemplo:

nis = 045. - - .9 ] ]

U,ld— 100’ ' 100 ‘20 19'375=19 i;0=19i
Corolakio. ElI quebrado comudn, reducido & su foriita mas

simple, no contendrd en el denominador sino los factores2y 5

22 Para reducir un quebrado decimal periédico puro & que

brado ordinario, se pone por numerador el periodo, y por deno-
minador tantos nueves como cifras tiene dicho periodo.

0,232323 ...=|£.

Dem. Designando el quebrado comin que se busca, por g,
de modo que tengamos.
q=0,232323...
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y poniendo la coma dospues del primer periodo, hallaremos

1009=23,232323. .
q= 0,232323.. .

99q= 23

En- generai, designando el periodo por B y el numero do
las cifras que contiene por n, tendremos

_ B | B
10u 102" 103n ~r 1U4 + e=-m

_ N )
0ng= B+ ™+ o+ 103+ 1wt

luego restando la primera ecuacion de la segunda, so ten-

dra
(10n—1).q=8B de donde
B

gq~10n—1

El numerador B es el periodo y el denominador 10n—1
contiene tantos nueves, como cifras el periodo.

Corolario. 10n—1 no contiene los factores primos 2 6 C;
luego la fraccion g, reducida & la forma mas sencilla, no con-
tendrd en el denominador los factores 2 y 5. Do donde:

Un quebrado decimalperiédicopuro se convierta en un que-
brado comun, cuyo denominador no tiene losfactores primos

2y 5.
3° F)!ara reducir un quebrado decimal peridédico misto & que-
brado comun, so pone por numerador, la diferencia entre la parle
no periédica nnida con el primer periodo y la parto no periddica,
y por denominador tantos nueves como cifras tiene el periodo, y
después de los nueves tantos ceros como cifras no periédicas haya.

90463—9G _ 9G3G7
0,96463463... 99900 <9990

Deh. Tenemos aqui
q=0,90163403... .

y poniendo la primera vez la coma después del primer
periodo y la segunda vezantes del mismo, tendremos:
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1000000=964G3,4G3.. ..
100g=  9G.AGS.. ..

999009=9G4G3—9G.. ..
___ 9GAG3—96
99900
Eu general, si designamos por A la parto no periddica,

por m el nimoro de las cifras que tiene; ademas si desig-
namos por B el periodoy por n el nimero de las cifras del
mismo, tendremos

A B B B

1 JOm "I"10mt-2n * 10MmHU+ "' ' -

10m»q=A.10»1+ B+~ + 12» + [Pfi+ eeen

10".q=A+1] -+ Ti®r+ T :+ ....

luego restando la Gltima ecuacién de la pendltima, so halla
, (10n—]) .10“ ,q=A. 10n]-B—A de donde

__(A.10nj-B)—A
g (10“—I1).10m (<)

El paréntesis (A.10“—33) es la parto no periddica
unida coa el primer periodo, A es la parte no periédi-
ca, (10“—1) contiene tantos nueves, como cifras el perio-
do, y 10mtantos ceros, como cifras la parte no periédica.

Corolario. La fraccion que estd en (a) puedo escribirse

A (IQS-1H-B __A.10m+ (B-A)
1 @n—n.tom < A @o—1a0¢ )

El factor (10n—1) del denominador contiene todos los facto-
res primos que son distintos de 2y 5. No puede hacerse que to-
dos estos se quiten cuando la fraccion so simplifica. Aunque sea
divisible por (10“—1) el primer término del numerador en (/J),
no lo es el segundo término B, siendo en general B<(10"—1,
porque B contiene n cifras y (10“—1) contiene n nueves. Solo si
B=10n—1, lafraccion (ft) se simplificara por 10“—1. Pero si
B=10"—1, el periodo B nocontiene sino nueves, es decir, tene-

mos B=9 y n=I, y la fraccion decimal tendrd una forma co-
mo la siguiente:
i q=0,369999.
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la cual se puede convertir en la forma de un quebrado’ finito

q=0,37
porque
0,36999.. .=0,36+ 0,00999...= 0,36 + -jL.0,9999...

=°-36+100-9=0'36+i156=087

Luego en la fraccion (/?) los factores distintos de 2 y 5 quo
contiene el denominador, no todos se quitan, si el quebrado deci-
mal es verdaderamente peridédico misto.

Por otra parte, el otro factor 10m del denominador contie-
ne solo los factores 2y 5. Y también estos no pueden quitarse
todos, simplificandola fraccion, porque el numerador en (y) no
es divisible & un tiempo por 2y 5 es decir por 10. Aunque sea
divisible por 10 el primer término del numerador en (y) no loes
el segundo (B—A). Pues si IB—A) fuera un mdultiplo de 10, ten-
driamos B—A igual 4 un namero que terminaria en cero, lo cual
supone que la ultima cifrade B es la misma que la Gltima de A
Pero en este caso el periodo realmente no principia por la pri-
mera cifra de B, sino por la ultima de A. Si por ejemplo A=576
y B=386, tendremos

q="0O |]386 |386....; pero realmento
q=57 |6>8 |638....

Luego en la fraccion (y) los factores 2 y 5 quo contieno el
denominador, no todos se quitan.

Por consiguiente:

Un quebrado decimal periédico mieto, se convierte en un
guebrado comun, cuyo denominador contiene con otrosfactores
primos, también2 3 5 6 tinoy otro de los mismos.

Coiiolalio 2. Se sigue que también las inversiones de los co-
rolarios de N? 20y 30 son verdaderas:

1o Un quebrado comun se convierte, en quebrado decimal
periédico puro, si el denominador no contiene los factores
prinuis 2 3 5.

20 Un quebrado comudn se convierte en quebrado decimal
periédico misto, si el denominador contiene con otrosfactores
primos, también 2 6 5.

Biblioteca Nacional del Ecuador "Eugenio Espejo”



—114—
§= 42.

Calculo abreviado con decimales.

1 0 Muchas veces bastaré dar ol resultado, que so obtieno por
las operaciones con quebrados decimales, exacto [solamcnto has-
ta un orden decimal determinado. Si do este modo las demas de-
cimales se omiten, el error que se cometo se hard menor, aumen-
tando la Gltima cifra, que se quiero retener, de una unidad, si la

cifra siguiente es”5, pero dejandola la misma, si la cifra si-
guiente es< 5.
Asi reteniendo tres 6rdenes decimales, se escribe:
15,375 en lugar de 15,37482. ..; 27,382 en lugar de 27.3824GT7. ..
2' Adicién Abreviada. Para determinar la suma do varios
sumandos exacta hasta un orden decimal determinado, bastara
calcular un lugar mas de lo pedido, si no hay muchos sumandos,
y dos lugares mas si hay un mayor nimero de sumandos.
Por ejemplo para tres 6rdenes decimales:
3,520 4913
5,281 9724
8,473 5862

17,2758.. .
luego la suma pedida=17,276
30 Sustraccion abreviada. Aqui bastara calcular un~rdcn mas
do lo pedido.
Por ejemplo, para cinco 6rdenes decimales:
4,925751683
0,3819247

4,543827
luego la diferencia pedida=4,54383

4? Multiplicacion abreviada. EI multiplicador se escribe en
cirdeninversoy se ponen las unidades del mismo bajo del lugar
decimal del multiplicando, que debe ser exacto en el producto
pedido, supliendo por ceros los lugares decimales del multipli-
cando, si no tienen unidades correspondientes. Después se multi-
plicara la Gltima cifra del multiplicador con la cifra del multipli-
cando que estd inmediatamente arribay con todas las demas que
estan A izquierda de la misma. Se atiende también U las primeras
cifras do la derecha para aumentar el producto parcial si se nece-
sita. Hecho,esto, se multiplicard la segunda cifra del multiplica-
dor y después la tercera, la cuarta.... cifra del multiplicador por
las cifras del multiplicando correspondientes, que estan inme-
diatamente arriba en la misma columnay con todas las demas
que estan 'a la izquierda, atendiendo 5 las primeras cifras que es-
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tanS'la derecha, para aumentar los produotos parciales si se
necesita. Los productos parciales se ponen unos bajo do otros, do
modo que las primeras cifras a"la derecha estén en columna.
Por este modo de proceder cada uuo de los productos parciales,
y por consiguiente también la suma de los mismos recibe la de-
nominacion pedida. Porque las unidades del multiplicador en las
operaciones sucesivas, cada vez se hacen diez veces menores, y las
correspondientes del multiplicando diez veces mayores.

Por ejemplo, si se quiere determinar hasta el tercer orden,
el producto de los quebrados decimales que se siguen:

123,4567 123.45G7
34:15 5(?768 89) f escnl)imos. 8376%G 89

3703704
493827
61728
7407
864

99

4267,629
luego el producto buscado=4267,629

50 Division abreviada. So divido al ordinario hasta que el
divisor no soa contenido enteras voces en el dividondoy so pone
la coma decimal. Pero después de esto, en lugar do tomar ceros
B. los restos, se separard sucesivamente una cifra despuésdo otra
& la derecha del divisor, atendiendo & las mismas sélo en formar
los productos parciales para aumentarlos si es menester.

Por ejemplo, si se quiero determinar el cociento do 34,938954
por 1,4658918 hasta 4 lugares decimales, tendremos:

349389540:14658918=23,8340
29317830

50211180
43970754

12234426:1465891
11727134

507292:146589
439767

67525:14658
58630

8889:1465
8795

94
luego el cociente buscado=23,8340.
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8. 43.

g Series de cadena.
E splica ~Una seria de quebrados, cuyos denominadores son

laspotencias crecientes de un mismo nimero, se llamaserie de cadena.
Es por ejemplo tal serie:

ilib ic md i

A+A2+n3+ n4+""’

El namero, cuyas potencias constituyen los denominadores
de los quebrados sucesivos, se llama base do la Berie. Asi, en el
ejemplo propuesto, n es la base de la soric.

1 Todo quebrado propio puede convertirse en una serie de ca-
dena con una base cualquiera.

Para efectuarlo, el numerador del quebrado se multiplica
por la base, y el producto obtenido se divide por el denomina-
dor, luego el resto se multiplica de nuevo por labase y el resto
so divide do nuevo por el denominador &a. Pos cocientes par-
ciales sucesivos seran los numeradores do los términos consecu-
tivos de la serie que se busca.

6, 7, 21 se hallardn del mismo modo:

172 , o i _3

48— 6 m" 62 Mi3+ (i4 (<)
17 i1

a—dt 11 174 7R Fot (1»)

7 _7 0 3 .19 14, 9 , 3
48— 21 + 212+ 213+ 214 m|P+2{i+2P+-' M
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obsérvese: ) o
a) La primera serio osfinita, y larazon es, porque el deno-

minador 48 del quebrado comudn no contiene factores primos si-
no 2y 3, que estan contenidos en la base Gde la serie; y como
48=2 4.3, la serie contiene solamente 4 términos, siendo 4 la su-
prema potencia contenida en 48.

b) La segunda serie es infinita y periddica pura, porque el
denominador 48 del quebrado comdn no contieno un factor quo
sea comun & la base 7 do la serio.

c) La tercera serie es infinita y periédica mista, porque el
denominador 48 del quebrado comun contieno el factor 3 que es-
t4 contenido en la base 21, y ademas el factor 2 que no esta
contenido en la misma.

Los quebrados decimales no son sino casos particulares do
estas series do cadena, es decir, son series de cadena con la baso
10. También el origen es el mismo, pues convirtiendo un que-
brado comin en quebrado decimal, se toman sucesivamente ce-
ros & los restos, lo que no es otra cosa que multiplicar los restos
sucesivos por 10, y se ponen los cocientes parciales en los lugares
decimales sucesivos,desdecir, se les da por denominadores las po-
tencias crecientes de 10.

2.° Una serie de cadena se reduce & quebrado comdn del mismo
modo que un quebrado decimal, atendiendo solamente que en lugar
de 10 tenemos la base de la serie. Por ejemplo

a) Si tenemos la seriefinita:

g4 @it

_ 1.53+3.5«+2.51 + 4 _ 214
q 54 025 )
b) Si tenemos la serio periddica pura:

tendremos

1,2, 1, 2 . 1
q 3+ r-+p + 3i'+ 3Dk----
32.g=1.3+2+1+ 35+ p+37+ =m

y restando la primera ecuacién déla segunda, sera:
(32—1) q=1.3+2
1.34-2_5
q 33—1 8 0>)
El numerador es el periodo, pues la serie dada se escribe
también
1.3+2 ,1.3+2 , 1.3+2 ,
g V ~+-"r- + -
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en (loado 1.3-3-2 es el periodo reducido. EI denominador on (b)
es una diferencia, es decir, la base 3 elevado & la potencia cuyo
espouente 2 es igual al nimero do los términos periédicos, y do
esta potencia so resta la unidad.

Puede también convertirse una serie periédica pura 6 quebra-
do comun por las reglas siguientes:

a) Primeramente: cada serio peridédica pura, en la cual ol
periodo contieno n términos, puedo convertirse on serie perié-
dica pura, cuyo periodo tiene solamente un términoy cuya ba-
se es la n“iml potencia de la primera base. Asi la serie

+1*+ p + &+ h *=-30 roducO 4
4.52+3.5-f2, 452+ 3.5+2
q = — AN3— L- + 50 + ee' 0 bien

117, 17, 117
q—125 ' 1252 "1"12531 """’

/3) Lo segundo: la suma do tal serio reducida os siempre
igual al periodo, dividido por la baso menos la unidad. Asi sera
en el ejemplo propuesto

117 117
g— 125—i- 124
Porque si tenemos on general
A. A. A . A

g—b + ir>+ Fr+
serd también
gq=BU+e + ¢ + ip+ ,"-)
Pero, por el §26 se tiene por division
yr-JA1T+x1+x2+ x3+ X' + - 0< 1]

luego sustituyendo g en lugar de x ser&

1 L] 1.1 11 1 1 B
1TE + B*+B/N +m '"ee= — T B—1
1B

por lo cual el valor buscado do q se tiene

A B A
q B B—I“ B—1
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¢) Si tenemos la serie periédica muta
2,3.5 .3 .5,
q= Y+72+ 73+74 -hp+ —

liaremos enteros los términos hasta el segundo periodo y después
hasta el primero, multiplicando respectivamente por 7Jy 7.

7*.9=2.7!1+3.7+5 + ? + T+ £+....
q 5 3
7 &= 2+ 7+ 71+ 73+m mem

(73—7).q=t2.72+3.7+5)—2 de dondo

(2,7a+3.7+5)—2 122 fil
(73—1).7 48.7 168

El paréntesis del numerador contiene In parto no periédica
unida con el primer periodo; el segundo término 2 del nuiiio-
rador contiene la parte no periédica; la cantidad (72—1) del de-
nominador contieno la potencia de la base, cuyo espoliente es
igual al nimero de los términos periddicos; y el ultimo factor 7
del denominador contiene tantos 7, cuantos téi minos bay no pe-
riédicos. Luego encontramos aqui la misma ley como en las
fracciones decimales.

Podremos también efectuar la reduccién de la serie propues-
ta do la manera siguiente:

, 3.7+5 ,3.7+5
- 73 ' 75

2 . 26 26 26
7 ' 7.49+7.492+7.493'1

~ 7+ 7~49 «(1 + 4-J+19'3+i9s+ " )

2, _2h 1 2, 26 2 484 26
T 749 'i 1 7' 7.(49-1; 7 18
v
- 122 6l
~ 7.48 — 168
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ARTICULO VIII.

Fracciones continuar.

§ 44.

Esplicaciones.

lo Se llama fraccién continua una fraccién compuesta, cuyo
denominador contiene por términos un ndmero entero y otra
fraccion, cuyo denominador del mismo modo contiene por tér-
minos un ndmero enteroy otra fraccion &a.

Asi la forma general de una fracciéon continua es:

+ i i
siendo a, ft,y... . a byc d.... nameros enteros cualesquiera.

2? Los quebrados ¢ mque son partes de la frac-

cion continua, y se afiaden al denominador del quebrado par-
cial que precede, se llaman fracciones integrantes 6 términos de la
fraccion continua. Los denominadores a, b,c... délos mismos sa
dicen cocientes incompletos.

3. ° El nimero de las fracciones 'integrantes 6 términos
una fracciéon continua puede ser finito 6 infinito, y segin esto,
la fraccion continua sellama d¢finita 6 infinita.

4. ° Las fracciones continuas mas importantes son aquel
cuyas fracciones integrantes contienen todas por numerador la
unidad. La forma general de estas fracciones continuas es:

“y S+ 1
0+d-f

Trataremos aqui solamente de fracciones continuas que tie-
nen dicha forma.

5. ” Llamase reducida 6 fraccién convergente la fraccion o
naria equivalente & nna porcion cualquiera de la fraccion conti-
nua, tomada empezando desde su origen. Asi en
1 o 1, , 1 ,

X,= X-,==
b+;
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los valores dex t, x2, x3 son las tres primeras re lucidas 6 con-
vergentes de la fraccion continua que esta en N° 4?

8. Cuando se afiade un numero entero & una fraccién con-
tinua, esta se llama mista, siendo fraccion continua propia en
el caso opuesto. Asi en N°4? tenemos una fraccién continua ino-
pia; serd mista la siguiente:

A+
a+
b+ c-+.

8§ 45:

Reduccién de una fraccion continua finita & quebra-
do comdn y de un quebrado comun a fraccién continua.

1® Para reducir lina-fracciéon continua finita & quebrado co-
mun, reduzcase la Gltima fraccion integrante con el denominador
de la penultima & quebrado comudn, y por este dividase la unidad
glie es el numerador de la penudltima integrante; el resultado
es una fraccién continua que contiene un término menos que
antes, y repitiendo el mismo procedimiento, se llegara finalmen-
te obquebrado comun buscado. Asi tenemos

- % , «>
o+ 54 L+ ! 2+s'+ ¢ Ll (
— N 21
" (8 " sn )
L]
X 08
= 157 157 ©
08

Luego — es el quebrado comin que equivale & Li fraccion

continua dada.

2" Para convertir un quebrado comdn cu fraccion continua,
se dividirdn el numerador y el denominador por el numerador;
el nuevo denominador represéntese en forma do la suma de un
numero entero y quebrado propio; el resultado serd una fraccion
continua con dos términos, y repitiendo cada vez el mismo pro-
cedimiento con el ultimo termino, so llegard finalmente & una
fraccion continua, cuyo Gltimo término tiene por numerador la
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unidad y por denominador nn entero, y esta fraccion continua
serd la que se busca. Asi tenemos

=3 = \
tsi Bt b )
) 11* ].ilS:43+ 3+,- (b)
0 30
=i 1 = 1
'+33‘£ SIE'J 13+ o, (0)
7

Coholario. De los numeros, dados 115y 151, que constitu-
yen los términos del quebrado comun, se divide el mayor por
el menor, el menor por el resto, y asi cada vez el ultimo divisor
por el dGltimo resto. Es decir, tenemosel mismo procedimiento
que se observa en buscar el maximo comun divisor do 115 y
151. Los cocientes sucesivos de las divisiones parciales son los
cocientes incompletos de la fraccion continua que se busca [cf. § 31]:

151 :115 : 36 7 1
115 108 35 7

36

Luego 129

Este procedimiento so aplicard con utilidad cuando los tér-
minos del quebrado comudn son grandes. Asi, dado el quebrado

E%?%i% para convertirlo en fraccién continua bailamos:
3
5631 : 1728 447 387 60 27
5184 1341 387 360 54 24

447 387 60 27 6 3 0

Luego sera
1728 1
5631 3+ _ i1
S+ T i1
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& 46.

Determinacion do las convergentes 6_'reducidas.

Para determinar una reducida cualquiera, se multiplicaranpor
el cociente incompleto correspondiente, los dos términos de la reduci-
da precedente, y U tos dos terminas de la fraccion asi resultante, se
afladiran los dos términos respectivos de la reducida anterior.

sl AA E,, E:T ' B 8 ||E< son las reducidas con-

secutivas do la fraccion continua

X~ “+5+1i .1 !
e+ --,+'+1fl+1
N S .+
scrd en general
R Qmr+Pp
It': Q'r+ 1" (1)
Dem. La reduccion actual del, 2, 3. términos de lafrac-
cion continua nos suministra
AL
A

a
B_1 )
B fA+ab+1

Como

[T
—

C + -+ 1
In
so obtiene la tercera reducida, poniendo b+ en lugar de & que

estd en la reducida precedente.

Luego
C_ *+i bc+ 1 bc+l
o' -f- - + +
a(b+c)+l a(bef-1)*c (ab+ l)e+a
B .c-t- A
Ji'.c+A"
Ademas tenemos:
DT a4l
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de donde se obtiene la cuarta roducida poniendo e-f-* en lu-
gar do ¢ que estd en lareducida precedente. Luego

T _ B(c+j)+ A_Bcd+B+Ad
B'(c¢)-g) + A' B'ed+B'+A'd
_(B.c+A)d+B _C d+B
(B'.c+A'jd+B' <J.d+B'
.. C D .
Luego la tercera reducida ~ y la cuarta g r se forman segin

la regla espuesta. También la segunda reducida obsérvala mis-
ma ley, cuando suponemos delante do la primera una'rcducida

= ~, cuyo valor sin duda es verdadero; pues, por esta suposicion
y aplicando la misma ley, se obtic ns.

1 146 _ b

a.Uf-l1 ab+1

Supongamos ahora que dicha ley sea verdadera para lareducida

jj., de modo que soa

R T+P
R'_QQ'.HP' @

iS .
Se formara de esta reducida la siguiente {., . sustituyendo

r-j-i-en lugar der, dedondo seria

S_Q(r+ £) +F __ Qrs-fQ+ Ps
S Q'(r+1)+F '"Q'rs+ Q'+P's

JQ rfP) sfQ
-(Q'r-fFjs +ti-
cadecir, tendriamos:
R .s+-Q
S' R's+ G (1»)

Esta ecuacion contiene la misma ley que la ecuaciéon (a), y
se sigue:

Cuando la ley espuesta vale para una reducida, lamisma ley sera
verdadera para la reducida siguiente.

Pero hemos visto, que dicha ley vale para la reducida ter-
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cera, luego sera verdadera también para la cuarta, y romo vale
para la cuarta serd verdadera también para la quinta, y asi tam-
bién para la sexta, la séptima.... para cualquiera reducida. Lue-
go la ecuacién (a) 6 (1) os verdadera para cualquiera reducida,
que tiene otras delante desi.

Corolario. Se infiere, que los numeradores y los denomina-
dores de las reducidas consecutivas se hacen cada vez mayores.

Si tenemos, por ejemplo, la fraccién continua

X=
"+S+1+| ¢
L

sera

A1 B 13+0 3_ C_ 3.4+1 11
A 2> B' 23+1 7' C 7.4+2~30

D 13.5+3 08 E 08.0+13 421
D— 30.5+7 157 K' 157.0+3U- 072

Por consiguiente,

para los cocientes incompletos 2, 3, 4, 5, o
tenemos las reducidas 18 138 & an
27 31 Jur a2

La ultima reducida, & un tiempo, es el valor exacto do la
fraccion continua dada, 6 el quebrado comun que equivale 4 la
misma; y por esto se saca otro método de reducir una fraccion
continua a4 quebrado comun, y que es distinto do el quedemos
visto en el paragrafo precedente.

& 47.

Propiedades de las reducidas.

Teorema 1. Los numeradores do las diferencias entre dos re-
ducidas consecutivas alternadamente son +- 1 y —1, segun ocu-
pe la reducida, que sirve de sustraeudo, lugar par o lugar im-

par.
Dem. Se sigue de] las tres primeras reducidas:

A B AII'“A B (ibj1)—al) 1
A B -~ AB -~ A'B  “ A'B

B C BC—BC B(B'c| A)—B' (Be 4 A)
2 ¢ c— BC B'C'
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A'B—AB' —(AB'—A'B) —1
— B'C' B'C' B'(J
Luego la diferencia entre la primera y segunda reducida tie-

ne el numerador -f-1, y la do la segunda y tercera |tiene el nu-
merador —1. Pero la misma ley os general; porque sean

ip A
P" @ It
tres reducidas consecutivas, y segin § 40
R Qr+P
R'~ Qr+ P
y tendremos
P Q PQ—P'Q
P Q P
Q_R QR™Q'R  Q(Q'r+P")-Q(Qr-]-P)
Q R’ QR' — QR
P'Q-PQ"’ —(PQ'-P'Q)
- QR -~ QR

Se ve que los numeradores de dos {diferencias consecutivas
son iguales y de signo contrario. Pero el primero de dichos
numeradores es +-1, luego el segundo serd —1, el tercero 1, el
cuarto—1 &a, y tenemos en general el numerador =-j- 1,
cuando la reducida que sirve de sustraendo, es de orden par, puro
tenemos el numerador = — 1, cuando la misma es de orden impar.

Corolario. EI denominador de la diferencia de dos redu-
cidas consecutivas, es el producto de los denominadores de las
mismas.

Teorema 2. Las reducidas son alternadamente mayores y
menores que el valor exacto de la fracciéon continua; y son me-
nores las de orden pary mayores las de orden, impar.

Dem. Designando el valor exacto de la fraccién coatinua por

yr,y los restos que so omiten, cuando se forman las reducidas

consecutivas, por'//, p "' eeef tenemos
X j 1 =1 X =1 j
X' afl atb\g7 ° b+
Pero es evidente que luego
n é ~>x
3%
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y ademas es a-f *>a+ . Yy por cansiguientc, cuando se

divide ;por estas espresiones la unidad, se saca

-, 0o < i
a+r, atrh+p" de donde
2. I X
2) R' <- X'

Luego nuestro teorema es verdadero para las dos primeras
reducidas. Pero tenemos en general

R Qr+P
R'—y'r+P"

y de esta espresion se formara el valor exacto' de la fraccion
continua, sustituyendo r-j-p en lugar de r, 6 bien, cuando so
pone r-j-/c=y, sustituyendo ij en lugar de r; de donde

X _ Qv+P
X'~ yy+R'
Si aliora tomamos la diferencia entre )’(\7y lareducida g, ten-
dremos

X Q Qy+P Q_ PQ-QP
X '‘Q—QKi'y+P~ Q(y+P)

pues P Q'—QP"' es el numerador do la diferencia w,— # ,y por

consiguiente vale -)-1 6 —1 [T. 1], seguin el sustraendo yjj sea
X O N

de orden par 6de orden impar. Asipues, —— serd ]>0 6 <[0, es

. el . X_ o, X ; .
decir,lareducida”™ ser& < ~7 6 f 'f f’ segln sea esta reduci-

da de orden par 6 de orden impar.

Corolario 1. De aqui se sigue que el valor de la fraccién
continua lotal estd comprendida entre dos reducidas consecutivas de
cualquier drden.

Corolario 2. Luego sera también-~, —Q_-Q R -
erolario & Lueg : (f < (¢'-iT @ bloU

X" o . 1
Vv o- N Q'R- (»)
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es decir, si tomamos una reducida cualquiera ~ por valor de la
fraccion continua, el error cometido serd menor que la fraccién
QTjj , de modo que tengamos la proposicién signieUto:

El error cometido, tomando Una reducida cualquiera jmv
valor déla fraccién total continua, es menor que la unidad
dividida por el producto del denominador de la misma redu*
cida, multiplicado por el de la siguiente,

Corolario 8. Como tenemos R'=Q'r-]-P', yr & lo menos
equivale & la unidad, R' equivale & lo menos & Q'-f-P' y tonemos
por (a) afortiori.

Q . 1

X
X' Q' < Q' (Q4-P) w
Es decir:

El mismo error serd menor que la unidad dividida por el
producto del denominador de la reducida, multiplicado por
la suma del mismo denominador con el denominador de la re-
ducida precedente.

Corolario 4. Omitiendo en (b) la cantidad P', sera afortiori

X ~
\Y 8 <-t- («0
Luego:
El mismo error esmenor que la unidad dividida por el
cuadrado del denominador de la reducida.

Corolario 5, En la ecuacién que hemos encontrado

X  Q__, 1
\ -Q'IQj+E)

la cantidad y representa r-)-p=r-)-"p— , que es menor quo

r+1, de modo que Q y+P'<CQ'(r+ 1;+P'=R'+Q’i luego,
respecto al valor absoluto, sera

? Q m-> 1-meee- /
X7 Q ~ Q(Q+RY) ((p;
y resulta que;

El mismo error es mayor que la unidad dividida por el
producto del denominador de lareducida, multiplicado por
la suma, del mismo denominador con el denominador de la re-
ducida siguiente-

Corolario 6. Luego el mismo error se tiene siempre entre
los limites
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1 1
Q'(Q'+R") <- X' Q < Q'R (e)
Problema 1. La razén geométrica do la circunferencia del

circulo al didametro 7r=3,141582G536, ee debe espresar por nu-

meros menores.
Resol. Convertiremos la fraccién decimal propia
«m=11,1415926536

en fraccién continua, y tendremos:

7 15 i m
i0O000000001415926536 @ 88514248 : 88212816 : 301432
res. 88514248 88212816 301432 194572 106760
Luego serd
a=
7+ 11+
*+ 292+
y para los
cocientes incompletos 7 15 1 292 tendremos
. 15 16 4687
A -
las reducidas ; 106 ° 113 ' 33102
y como #=3+a’, tendremos

22 333 355 103993
n~ 7’ 106’ 118"’ 33102

El ualtimo valor da 7t exacto hasta 9 decimales.
La razon de Arquimcdes es n— —,y cscede & la verdadera,

fmes la primera reducida- fxx, pero la cscede en monos . do

000 = 742’ ycnmas lle 7(7+106) = "791°

La razén de Mecides n = %15% , Xcscede también a la verdade-

ra, pues la tercera reducida-j estambién ~>a; pero su error es

1
menor
enor QU€ 11333102 03 dedrmen0r~ C3740520
La Ltjltima razén =, 003 os menor que la verdadera, poro
1
el error es menor que = IoQS’;STUi , luego sofé afortiori

figiirraQiiyan > cs decir < 0,000000001.
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P1oBlema 2. Determinar el valor de la fraccién continua

X -5+51 + 1
8+& +
% 4+3+....

de manera que el error sea menor que 0,000001.
N
Resol. Sea la reducida, que da el valor de la fracciéon

continla con dicha aproximacién, y serd segun el corolario 4
del teorema 2.

N _ 1

NG
luego,'cuando N'2>1000000 6 N'>1000, la reducide{\J\ tendra

la aproximaciéon que se busca. Por consiguiente, en formar las
reducidas consecutivas, debemos adelantarnos hasta quo tenga-

mos una reducida S t, cuyo denominador N'sea >1000.
Pero, para los

cocientes incompletos 3 5 8 6 4
. 1 5 41 . . 045
las reducidas g ro! m7i 525531 i i% 3

la ultima reducida tiene im denominador quo es > 1000; luego
esta satisface & la cuestion propuesta.

tenemos

Teorema 3. Una reducida de cualquier orden, se aproxima
mas al valor de la fraccion continua total, que cualquiera otra do
las precedentes.

Dem. Por la demostracion del teorema precedente tenemos

la diferencia entre una reducida cualquiera y el valor total do
la fraccién continua:

X (] s 1 B
X' V tty'y+P") {a)
en donde y=r-f-p=r -|~ Del mismo modo sera
X R __, 1
X' R '- U'tK'y'+Q")
en donde y'= s-f- £ Luego tenemos entre y é i/ la relacion

y=r+y, y poniendo este valordeyen laecuaciéon («), se ha-
llaré
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X'~ Q=% QI[Q-(rdy)-f-P'1 _ = Q[({'ir+ F)y'+~'l

es decir
5._.S v (y)
X' Q~ —Q[RY+Q'j m

Si comparamos los segundos miembros de las ecuaciones
(P) y (y), veremos que siendoy' >l y Q'<”R'i el numerador
de (y) es mayor que el numerador de (/3), y el denominador do
(y) es menor que el denominador de (/3); luego por un doblo
motivo sera, respecto al valor absoluto,

X K X Q
X« X —qQ
lo quo dice nuestro teorema.

Corolario. Por consiguiente, bus diferentes reducidas conse-
cutivas convergen cada vez mas hacia el valor de la fraccion con-
tinua total. Por esta propiedad se les da el nombre do fracciones
convergentes.

Teorema i. Las fracciones convergentes son fracciones irre-
ducibles.

Q ) . -
Dem. Sean p,y dos reducidas consecutivas cualesquiera,

y tendremos por medio del teoremal:
PQ'—QP'=% 1

Si Py P' tuvieran algan factor comun, dividiria este factor
al primer miembro PQ'—QP"’, y por consiguiente al segundo + 1,

lo que no es posible. Luego una convergente cualquiera pr es
irreducible.
Teorema 5. Una fraccion convergente se aproxima mas & la

fraccion continua total <iuecualquiera otra fraccion cuyos térmi-
nos sean menores que los suyos.

Dem. Supongamoos que sea una fracciébn que estd com-
prendida entre las dos reducidas consecutivas B y Q Yy quo so
aproxima mas al valor exacto de la fracciéon continua que qj, y tcn-

. . P r . .
dremos la distancia absoluta entrep y = menor quo la distancia

entre E y Q , es decir, respecto al valor absoluto tenemos
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6 bien
pp__VP' 1

Como P, P', r. i- son nrimeros entoro3, sera también P P—rP "'
un numero entero 6 cero. No puedo ser =0; pues por esta su-

posicién tendriamos P r'=r P' 6 -/= pi es decir la fraccion
seria una reducida, lo que no suponemos. Luego P r'—rV es
un numero entero y equivale w4 lo menos & la unidad; por consi-
guiente serd también

PP < ikg' luogo r'>Q

es decir, la fraccion ~ quo so aproxima mas & la fraccion continua
total que la reducida , tiene un denominador, quo 0s mayor

que el denominador de la reducida —7, y por esto, seran también
sus términos mayores que los términos do diclia reducida.

ARTICULO IX.

Proporciones.

§= 48.

Esplicaciones.

lo Cuando comparamos una cantidad con otra, se puedo btis-
ear 1) de cuanto esceda una cantidad & la otra, es decir, sebus-
ca la diferencia de las dos cantidades; 2) cuanta3 veces una can-
tidad sea mayor que la otra, e3 decir, se busca el cociente do la
primera cantidad por la otra.
La diferencia, en el primer caso, se llama razén aritmética,
y el cociente, en el segundo, se dice razén geométrica.

20 La igualdad de dos razones se llama proporcién. Luego
tendremos dos especies de proporciones, segin que las razones igua-
les sean aritméticas 6 geométricas.

Unaproporcién aritmética es la igualdad de dos razones arit-
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uréticas 6 diferenpijis; por ejemplo
a—«= b—iji-, 15—10= 0—1
lo que so pronuncia: ‘a es & vcomo besa fi."
Una propoivion geométrica es la igualdad de dos razanosgao-
métricas Uxlo dos cocientes; por ejemplo:

a:«= b:/3; 18:6= 12:1
lo que se pronuncia de la misma manera: “a es & a como beso, ji."”

3“ Los numeros o, a, b, {3 so llaman términos de la propor-
cion, ay (i términos asiremos, ay b términos medios, ay-b ante-
cedentes, ay i consecuentes. \

Cuando los términos medios de una proporciéon son desi-
guales; la proporcion se llama discreta, cuando son iguales so
Ilama continua.

Las proporciones a—a = b—iji)

>son discretas, y
a:a= b:fj)

las proporciones a—a = a—(i i
>son continuas,
a:a= a:ft)
En la proporcion continua, el término medio se llama media
proporcional, y se llama media aritmética en la proporcién aritmé-
tica, y media geométrica en la proporciéon geométrica.

4° Se llama serie de razones iguales 6 proporcién continuada,
la igualdad de varias razones do la misma especie, como

a—a=b—ft—c—y—d—£= ....
a:a==b:(i=c:y=4d:S=....

La dltima se escribe también

a:b:c:d = a:ft\y: 06
§= 49.

Teoremas sobro las proporciones aritméticas.

Teobema 1 En toda proporcién aritmética, la suma do los
términos estrefiios es igual & la suma de los términos modios.
Cuando es a—« = b—(i serd /
también . a-)-/i — b-f-ar )
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Dem Cuando con la ecuacién

a—a = b—j3 se suma
= a+/] se obtiono

a+/3=Db+a [Axiom. 7]

Teorema 2. La media proporcional aritmética de dos ndmeros
es la media suma do los mismos.

Cuando es a—a = a—b sera | ,0.
«=i(a+b)

Dem La proporcion a—a—a—b por el tcor. 1, nos
suministra a-}-b=a+a=2 a, luego dividiendo por 2 so
tendra a= ¢ (a-j-b).

Corolario. Con el nombro de la media aritmética do varias
cantidades, se entiende el cociente de la suma do estas dividida
por el namero de las mismas. Asi, cuando tenemos los nimeros
a bcd.... y la multitud de los mismos so representa por n,
la media aritmética sera

_atb+c+d+ -

n

8. 50.

Teoremas sobre las proporciones geométricas.

Teorema 1. En toda proporciéon geométrica, el producto do
los términos estrefiios es igual al producto de los términos
medios.

Si a: b:f3 serd )
a b

a i

a
1?

Dem La proporcion dada se escribe también
a__ b
P

y cuando multiplicamos esta ecuacién por el producto de
los dos denominadores, tendremos (Axiom. 9):

f fi
aaf) bafi 6 bien a/?= ba

Corolario 1. Por medio de este teorema se ve facilmente, si
una proporcién es verdadera 6 falsa.
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Corolario 2. En una proporcién geométrica continua, la me-
dia proporcional geométrica es igual & la raiz cuadrada del pro-
ducto de los términos estrefiios.

Pues de la proporcion a:a=a:b se saca

a2= ab luego

m=\/ab

>< infiere por inversion, la raiz cuadrada delproducto dedo*
nimeros es la media proporcional geométrica de los mismos.

Teorema 2. Si el producto de dos cantidades es igual al pro -
ducto de otras dos, se puede formar con ellas una proporcion
geométrica verdadera, poniendo por términos estrefiios las <piu
liaccn un producto, y por términos medios las que forman el
otro.

Asi cuando

Dem. Pues por inversion, la proporcion a:l>-n:/?, em-
pleando el teorema precedente, da la ecuacién afi=h ir.

Teorema 3. Una proporcién geométrica quedara verdadera,
mudando de lugar 1) los términos medios 6 los estrefiios; 2)
poniendo los medios por estremos y estos por medios; 3) cam-
biando de lugar las razones.

La misma proporcién, por tanto, tendréa las diferentes formas:

a:b= a:/3 a:a= /?b 1
a:ir= b:ft a:fi= a:b |
\ (3)
fi:b= ct:a b:a= p-a
(ira= b:a b:ji= a:a J

Las primeras cuatro proporciones se hallan por 1), las ul-
timas cuatro por 2), y ademas la sexta es aquella que se enuncia
por 3).

Dem. En todas estas proporciones, el producto délos
términos estremos es igual al producto délos términos me-
dios; pues tenemos siempre a/?=b« 6 bo— wfi.

Nota. Para no equivocarse en cambiar los términos de una
proporcién, se debe tener cuidado, que el producto de los estre -
mos sea siempre igual al producto de los medios.

Teorema 4. Una proporcion geométrica dard otras verdade-
ras, multiplicando 6 dividiendo el primero y el segundo, el tercero
y el cuarto lérniiuo, los antecedentes 6 finalmente los consecuen-
tes por un mismo ndmero.
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Si a:b=a:fi serd también

nni:bir=n n:/Jn
iun:bn=om:y3n

n.b _ .
n b _a g ni*m_an'fln . w
m m~ii n
n.j a.n
i . b_0 m'bn m N
in m n

Dem. Las proporciones nuevas seran verdaderas, cuando el
producto de los estrefiios es igual al producto do los medios.
Pero 1) en las dos primeras proporciones, dichos productos
son n/5mn y bar mir, que son iguales; pues por la propor-
cion dada tenemos aj3==ba, luego cuando esta ecuacién so
multiplica por m n, ser4 también nfimn=bnm n. Ademas
2) en las dos proporciones que se siguen, dichos productos

son du0 6011 también iguales; pues los productos

iguales a/J—ha, solo se dividen por cantidades iguales.
Finalmente 3) en las dos ultimas proporciones, dichos

productos son a/?.~ 'y bar.—, que soii jgoales; pues los
productos iguales a/3= bar solo se multiplican por la mis*
nia fraccion -

W

Teorema 5. Una proporciéon geométrica dara otra verdadera,
elevando todos sus términos & la misma potencia.

si a:b=m:n serd
T ®)
aP;bl'==mp; np
Dem. Otra forma de la proporcion dadaes = ~ ; y

cuando cada una de estas fracciones iguales se ponep ve-
ces como factor, tendremos también

a a a m m m
, . >veces= - . — veces
b'b*b i n'n n
es decir
ap raP
bi' np

lo que es en otra foima ap:i.p=n!DnP.
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Teorema 6. Una proporcién geométrica dara otra verdadera,
estrayendo la raiz del mismo grado & todos sus términos.

Si a:b=m:n serd )
pP— P— P_ Pm f

Va: \/b= y'm:~n J

Dem. Pues cuando la proporcion

P— P-_ P_ P
ya: yb™— \/m: y~T
soeleva ala”Blma p, teacia, se sigue

(V'ap:(v'Ulp= (v'mjP: y'a?

Pero conforme & la definicion de las raices [§ 6], esta
proporcién no es otra que
a:b= m:n
que "es la proporcion dada. Luego, siendo verdaderos el
resultado y las operaciones del célculo que hemos acabado,
debe ser verdadero también el principio, es decir, la pro-
porcién que debia demostrarse.
_ Corolario. Luego de la proporcion a:b= m:n Sosigue tam-
bién que
P— P __ p_  P__
Val Vfil= ym': v11
Teorema 7. En toda proporcién geométrica, la suma (6: la
diferencia) de los dos primeros términos es a la suma (6 diferen-
cia) de los dos ultimos términos, como el primero de los ante-
cedentes (6 consecuentes) es al segundo de jlos antecedentes (3
consecuentes).
Si a:b~cc.fi sera
a'tb: = a:r«= 3:ji
tomando ambas veces 6 el signo +, 6 el signo —.
Dem. La proporcién dada cu otra forma es

~N= a de donde

luego atb__ n+/3

. b 7., s
y cambiando la posicién de los términos, so saca
atb:a+ fi= b:fi= a =
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Corolario. De las dos proporciones
n+b:a-)-/13 = a:«
a—b:a—fi= a:a
so deduce inmediatamente
a-fb:a+/? = a—b:« — /3 o6bion 1 /a,
a-j-bra—h= a+/3:a~/3 } g’
La altima proporcién se enuncia:
La suma de los dos ‘primeros términos de una proporcién
geométrica, es & la diferencia de los mismos, como la suma de
los dos ultimos es & la diferencia de estos.

Teorema 8. En toda proporcion geométrica, la suma (6 la di-
ferencia) de los antecedentes es & lasuma (6 & la diferencia) dolos
consecuentes, como el primer término es al segundo, 6 el tercero
es al cuarto.

Si a:b= a :fi sera ) ,0,

ata :b+/3=a :b=«:/3 ) w

Dem. La proporcion dada, por transposicion delos me-
dios, nos suministra

aa=b:/ 6 bien ~

dedonde ji , -_ b -
a— fi —
atar bt+<3
a fi

y cambiando la posicion do los términos so saca
a+«:b+t/?= a :fi= a:b

Corolario. De las dos proporciones
a-(-a:b+/?7= a:b
a—a:b—ft—a:b

se deduce
a-)-a:b-)-/3 = a—a :b—fi O4bien (10)
a-j-« :a—a—b-\-f:b—fi

es decir:

La suma de los antecedentes es & la diferencia de las mis-
mas, cano la suma de los consecuentes es & su diferencia.

Teorema 9. En una serie do razones geométricas, es la su-
ma de los antecedentes & la suma de los consecuentes, como un
antecedente & su consecuente.

Si  a:b= a'b'= a":b"= a1 sera \
(at+a4d-a"-fa""): (b-fb'+b"+ b"™)=a:b )
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Dem. El valor comun de las razones iguales sea g, y ten-
dremos

b q, )7 g b " q>b7l7q
luego a=bq’, a'=b'g, a"=b"g, a™=b"'q
y cuando sumamos todas estas ecuaciones, sera
(@)a-]-a"j-a") = (b-)-b-]-b")-b") q
y por consiguiente

a-fa'+a"+a"' Vo a a'
b+b'+b"+b"" ~ —b~b~= &a

Nota. Luego, escribiendo la sene de razones como so sigue

:g-: :B*; 6 bien

a:a:a":a"=b:b"b": b™

(12)
de estas igualdades se deduce inmediatamente
a+a'-J-a")-a"
b+b'+b"+b"
Cokolakio. Cuando tenemos una serie do razones
a a"
(i?7: thrz =q («)

los numeradores y los denominadores do los quebrados consecuti-
vos pueden multiplicarse por nimeros cualesquiera, de modo quo
tengamos
an an' a"'mn"
bu bn" b"'n" v q
de donde se saca
an= bn.q; an'= bai'.q; a"n"=b"n".q;....
y por adicién
(an+aV+a'V'-)-_ )= (bn+b'a+b"u"-)-.)q

Luego de (a) se infiero en general

an-jfa'm ffa"m"|)-.... ., a a'

Irn-j-b'n'-)-b"n"+.... (13)
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Teorema 10. De una serio do proporciones se puedo formar
una nueva_ proporcion verdadera, multiplicando entre si los térmi-
nos que tienen un mismo Iugar

Si a:b=p:q
a':b'=p-q \
a";b"—p" q" qgpr6 m (11)

aa'a":bbb"— pp'p":qq'q"

Dem. Las proporciones dadas, en otra forma son
a p a p' a" p"
bg* b g* b" q"
y cuando multiplicamos entre si estas ecuaciones, ten-
dremos
a a a"_p p' s aa'a" pp'p"
b b b" q q".fu biell bbV7= qg"qV
que es la proporcién que debe demostrarse.

Corolario. Si las proporciones dadas son continuas, el resul-
tado do la multiplicacion serd también una proporcién continua.
Pues, de

a:p=pgq
a:p/==pl/a/
a": p"= p"g" se deduce

aaa”:ppp"= pp'p"iqqq”

Teorema 11. Cuando enuna proporcién geométrica, los ante-
cedentes son iguales, seran iguales también los consecuentes -

Si a;b= a:ft sera 1 , T,

b= 1/ f (15)

Da:*. De la proporcion a:b=a:/? se deduce a/?=ab,
luego, cuando so divide por a, sera /i?=b.

Teorema 12. Cuando en una proporcién geométrica, tres tér-
minos son iguales & tres términos de otra proporcion, y los tér-
minos respectivamente tienen en unay otra proporciéon la misma
posicién, serdn también iguales los cuartos términos.

Si a: (3
orfi' sera } (19

a:
ab

Dem. Siendo iguales las primeras razones de las propor-
ciones dadas, seran iguales I»s segundas; luego
a\fi= a:/
luego por el teor. 11, sera fi—fi'.
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APLICACIONES DE LAS PROPORCIONES GEOME-
TRICAS.

a 51.
Esplicaciones.

Dos cantidades (do diferente especie), estan ni razon directa
6 son directamente proporcionales, cuando haciéndose una de es-
tas 2,3, 4 ... n voces mayor, se hace también la otra 2, 3, 4. ...
n veces mayor.

Dos cantidades (de diferente especie) estan en razén inversa,
6 son inversamente proporcionales, cuando haciéndose una de es-
tas 2, 3, 4.... n veces mayor, se hace por el contrario la otra
2,3,4.... n veces menor.

Son directamente proporcionales, por ejemplo:
elprecio de una mercancia y el peso déla misma (con ex
cepcion de las piedras preciosas, del vidrio &a.)
laobra'y el nUmero de los obreros,
el camino y la velocidad y el tiempo que se necesitan para
hacerlo,
los intereses y el capital que los produce.
Son inversamente proporcionales:
el numero de tos obreros y el tiempo que se necesita para
acabar la obra,
la velocidad y el tiempo que se necesita para hacer un ca-
mino determinado,
el ndmero de jos consumidores y ti tiempo, para el que los
viveres bastan.

& 52.

A. Proporciones simples.

Ejemplo I. Si 3 libras costaron 5 pesos, ;cudl sera el precio
de 7 libras?
Re3 Cuanto mas libras, tanto mas plata; luego proporcion
directa:
3 libras ; 7 libras = 5 pesos : X pesos
6 bien, cuando las denominaciones se omiten
3:7 =5:x
67 ¢}
e 112
luego 7 libras costaran 11 3 pesos.
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E jemplo Il. Una locomotora recorre en 4 horas una linea
de 32 leguas, ;cuantas horas tardara en recorrer una distancia
<le 120 leguas?

Res. Cnanto mas camino, tanto mas horas so necesitan; Ilio-
go proporcién directa:

32 leguas: 120 leguas= 4 horas:x horas

32; 120 = 4:x
X = iééoz 15 horas.
Ejemito IlIl. 8 hombres tardan 10 dias en hacer una fosa,

(cuanio tiempo tardarian 15 hombres en la misma obra?
Res. Cuanto mas hombres, tanto menos tiempo; luego una
proporcion inversa:
8 hombres : 15 hombres= x dias : 10 dias
8:15=x:10

X= 8.10 £I$ dias.

Ejemplo IV. Una locomotora, cuya velocidad es de 40 kilo-
metros por hora, recorre en 10 horas una linea, ;cudntas horas
tardaria en recorrer la misma distanoia sila velocidad fuese do
50 kilémetros?

Res. Cuanto mayor es la velocidad, tanto menor el tiempo
que se necesita; luego proporcion inversa:

40 kil. ; 50 kil. = x horas ; 10 horas

40:50= x:10
40.10
. 50 8 horas.
§. 53.

B. PrOpOFCiOﬂES compuestas.
Dos cantidades estdn con otras en razén compueda, cuando
en un respecto se tienen como dos de las otras, en otro respecto
como otras dos de las mismas &a.

Teorema 13. Cuando

A es & A’ en un respecto como........... B:B'
A es & A’ en otro respecto como........... c:C
A es & A'en un tercer respecto como.. D:D

eera A:A'=B.C.D:B'.C'.D"

. i A__B C

6 también A U0 D

Biblioteca Nacional del Ecuador "Eugenio Espejo"



Dem. Supongamos que la cantidad A va pasando del es-
tado A al estado Al por medio de varios estados inter-
medios a, b, de manera que cambiandose A en a se mude
solamente B en />', quedando Cy I) los mismos; y que pa-
sando A del estado aal estado b, se mude solamente O
en C', quedando B' y D los mismos &a. Tendremos de este
modo las relaciones

A:a= B :B'
a:b=c¢:C
b:A'=D; D' luego por multiplicac.

A:A'= B.C.DIB'.C'.D’

Ejemplo |. Si 20 hombres tardan 50 dias en acabar una
fosa, que tiene 80 metros de largo, 3 metros de anchoy 2 me-
tros de altura; ¢cudntos hombres se necesitan, en semejantes cir-
cunstancias, para hacer dentro de 40 dias, una fosa de 40 me-
tros de largo, 4 metros de ancho y 3 metros de altura?

Besol. Acabaron

20 hombres una fosa de 80, 3, 2 metros™ en 50 dias;
seran necesarios

a hombres para una fosa de 40, 3. 2 metros en 50 dias,

b hombres ,, . . 40,4, 2 " 50 ,,
¢ hombres ,, . » 40, 4, 3 . 50 ,,
x hombres ,, . . 40, 4, 3 . 40 ,

En los renglones consecutivos mudamos sucesivamente una
condiciéon después de la otra, hasta que el Gltimo contenga todas
las del problema.

El namero de los hombres que se' necesita, es directamente
proporciona”™ al largo, al anchoy & la profundidad de la fosa;
pero es inversamente proporcional al tiempo, en el cual la obra
debe ejecutarse. Luego tendremos las proporciones:

20:a = 80:40
ab= 3:4
b:c= 2:3
c:x = 40:50 y por multipl.

20:x =80.3.2.40:40.4.3.50

_40.4.3.50

80.3. 2.40 2°

x = 25 hombres.

Luego, por este ejemplo, nuestro teorema 13 queda demos-’
trado, y serd de una grande utilidad plantear un semejante problc-

Biblioteca Nacional del Ecuador "Eugenio Espejo”



ma de la macera que acabamos de eV Sinembargo, puedo ha-
cerse el calculo con brevedad, empleando el teor. 13 y ordenan-
do las cantidades dadas como se siguo:

X hombres, 40largo, 4 ancho, 3 altura, 40 difé

'se forma inmediatamente la ecuacion

X _ 40 4 3 SO
20 80 '3 2 '«

escribiendo las cantidades que pericnecen & X, como numerado-
res, cuando son directamente proporcionales con x (el largo, an-
cho, la altura), y como denominadores, cuando son inversamen-
te proporcionales (los-dias). Las otras cantidades so escribiran
respectivamente como denominadores 6 numeradores,

Ejemplo Il. Se uniformaron 2000 soldados con 50 piezas
de pafio de 80 metro» de largoy 1,2 metros de ancho; ;cuantas
piezas se necesitaran para uniformar 3000 soldados, teniendo
aquellas 90 metros de largo y 1,5 metros do ancho?

Resol. Tenemos

X piezas, 3000 soldados, 90 largo, 1,5 ancho
50 ,, 2000 " 80 .= 12 ,,

Cuanto mas soldados, tanto mas piezas, luego proporcion
directa; pero cuanto mas de largo y de ancho, tanto menos de
piezas, luego proporcion inversa. Por consiguiente 3000 sera nu-
merador, y 80 y 1,5 seran denominadores, de modo que ten-
gamos

X 3000 80 L2

50 ~~ 2000 ' 90 ' 1,5
X = 64 piezas.

Ejemplo I11. Para llevar los metales y las piedras del fon-
do de una mina se necesitan 18 caballos, siendo la profundi-
dad del pozo 162 metros. Se bnsea el numero de caballos gne
se necesita para otra mina, que tiene una profundidad de 180
metros, y cuya produccion es & la produccién de la primera
como 3:2. Ademas, siéndolos ultimos caballos de una razain-
ferior, su efecto (es decir lo que prestan en nn mismo tiempo)
es solamente J del efecto de los primeros, y ademas no traba-
jan sino 8 horas cada dia, mientras que los primeros trabajan
9 horas.

Se supone gne el nimero de caballos es directamente pro-
porcional & la profundidad del pozo.
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Resol. Tenérnoslas cantidades
x caballos, 180 prof, 3 prod, J efecto, 8 horas;
18 ” 62 , 2 , 1 , 9 (i

X 180 3 1 9
18— 162'2 ' |'8
x = 15 caballos

I nteiies simple. El célculo del inferes simple es una aplicaciéon
de las proporciones compuestas. Se llama interés el rédito 6 la
remuneracion que produce un capital prestado. Interes simple
es el producido solo por el capital, y compuesto el producido por
¢1 capital € intereses devengados y que se van acumulando al capi-
tal primitivo. El Interessimple que producen 100 pesos en la uni-
dad de tiempo, que generalmente es un afio, so llama tanto por
ciento.

En los problemas de interés simple, se supone que este es
proporcional al capital y al tiémpo que dura el empréstito.

P roblema 1. (Quéinteres producen 15000 pesos al 5 por 109
en 3 meses?

Resol. x interes, 15000 capital, } afio
5 100 » 1,
x_ 15000 i
5 100 "1
X = 1871 pesos.
Problema Il. (Qué capital so necesita para producir ou J
afio 300 pesos al 6 por 100?
Resol. x capital, \ afio, 300 Interes
100 ,, o, 6 »
X _ 1 300
loo—\ "0
X = 10000
Problemalll. 114000 pesos produjeron en 10 dias 880 posos?
¢cuél lia sido el tanto por 100?
Resol. x interes, 100 capital, 1 afio
40
880 ,, 111000 300 )
x _ 100 1
880 111000 10:3<)
X = 5£
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P roblema IV. (En qué tiempo 3G00 posos producen 1G2 ni G
por 100?
Resol. x afios, 3600 capital, 1G2 interes
1 100, 6 »

A 100 1G2_,
X~ 3600 '6 ~aiio’

Regla conjunta. Se llama regla conjunta™ la que ensefia & de-
terminar la relacién que existo entre dos cantidades [medidas,
monedas &a.] por medio de la relacién que estas tienen con otras
cantidades intermedias,

Es también la reglaconjunta una aplicacion do las proporcio-
nes compuestas.

P roblema. Se sabe que

1 pié francés : 1 pié inglés =16:15
1 pié inglés : 1 piéaustriac.=27:28
1 pié austrinc.: 1 metro = G119

So busca la relaciéon que existo entre un pié francés v un
metro.

Resol. Seordenan las proporciones, como arriba, do ‘'mane-
ra que ladenominacién que es la Gltima en la proporcién pre-
cedente sea la primera en la proporcién que se sigue. Después so
multiplicaran todas las proporciones dadas, y se omiten las deno-
minaciones que se encuentran dos veces. Luego sera

1 pie francés : metro = 16.27.6:15.28.10
= 21G.GG5

6 bien, un metro tiene = 3,078 pies franceses.

El mismo problema se puede poner y resolver en Ha forma,
como se sigue:
Son 15 pies franceses = 16 pies ingleses
28 piés ingleses = 17 piés austriacos
19 piesaustriacos= 6 metros; luego por multipl.

15.28.19 piés franc.= 16.17.6 metros
1 metro = -15-'2§£99 = 3,078 pies franc.
§. 54.

C. Partes proporcionales.
I. Regla de compadia. La regla de compafiia tiene por objeto

partir una cantidad entera y dada en varias partes desiguales,
que forman las unas con las otras razones determinadas.
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Problema |. Tres comerciantes A, B y C reunieron sus ca-
pitales para una empresa comun, contribuyendo el primero con
3200, el segundo con 4500 y el tercero con 0700 pesos. Gana-
ron 4320 pesos, y se busca la ganancia que toca & cada uno.

Resol. Sean X, Yy, z las partes de ganancia do A, B, C, y sera
Xx+y+2z=4320, y ademas debe ser

x:y:z = 3200:4500:6700= 32:45:67
de dondo se saca por el teorema 9 Nota:
X+y+2z:32+45+67 = x:32= y:45= z.G7

Siendo x+y+z=4320, 32+45+G7 = 144, los valores des-
conocidos do X, y, z so determinaran por las proporciones

4320:144 = x:32
4320:144 = y:45
4320:144 = z:G7 do donde

45.4320

= 9 = : =
X .2131}20 9G0 pesos ; y 144 1350 pesos.
07.4320
144 2010 pesos.
P roblema Il. Tres comerciantes hicieron compafiia; el pri-

mero puso G000 pesos por 6 meses, el segundo 16000 por 3 me-
ses, y el tercero 8000 pesos por 9 meses. La ganancia era de 050
pesos. (Qué conviene & cada uno?

Resol. La ganancia de cada uno es directamente propor-
cional al capital prestado y al tiempo del empréstito, y por con-
siguiente al producto de los mismos. Luego, llamando Xy, z
4 las partes de la ganancia que se deben distribuir, tendromos

6000.6:16000.3:8000.9
3:4:6 do donde

Xy:z =
X:y:z=
X+y+z X y z
3+4+6 —3— 4~ 6
X Yy z 650_ .
3 4 6 13- 50; luego

x=3.50=150, y=4.50=200, z=6.50=300 pesos.

6 bien

P roblema I11. ;Cuél serd la soluciondel problema preceden-
te, contandose para el primero 5, parael segundo Oy para el Gl-
timo 4J por 100?

Resol. Tendremos do semejante modo

x:y:z = GOUO0.6.5 : 16000.3.6 : 8000.9.4%
X:y:z= 15:24:26 de donde
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x+y-fz * y Vo
15+24+26 — 15~ 24 ~ 26 0 bicli

X__ Yy 7 650 _ .
15 24 20 05~ 10;  luego

x=150, y=240, z=2G0 pesos.

I1. Regla de aligacion. Esta regla no es sino un caso pais
ticular (le la regla precedente y tiene por objeto calcular las can-
tidades respectivas de una mezcla, dada larazén de las diferen-
tes sustancias que deben mezclarse y la cantidad do la mezcla.

Problema. I’ara la fabricacion do la pdlvora se mezclan 3
libras do carbén y 2 libras de azufre para 16 libras de nitro.
¢Cuéntas libras de cada una de estas sustancias so necesitan para
=fabricar 6300 libras de poélvora?

Resol. Sean x, y, z las libras de carbén, azufre y nitro que so
necesitan,>y tendremos

x+y+z = 6300

Xx:y:z= 3:2:16 dedonde

X+y+Z _X_y_ 7
342-1-16 — 3= 2 _iu’ '€
Xx y_5 6300
3 2 16 21

x= 3.300= 900, y= 2 300= 600, z=16.300=1800 libras-.

=300, ysera
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CAPITULO I11.

POTENCIAS, RAICES Y LOGARITMOS,

ARTICULO I.

Potencias con esponentcs enteros.

&m 55.

Multiplicacion y division de potencias que tienen
la misma base.

E splicaciones. Con el nombre de potencia con espolienle entero
se entiende un producto do factores iguales. EIl factor igual so
llama base y el ndamero que indica, cuédntas veces el factor igual
estd repetido en el producto, se llama espoliente [§ 5]. Asi una
potencia con esponente entero serd lasiguiente

a.a.a....nveces = a"

El esponente determinael grado de la potencia. EI esponen-

te 1 no se escribe, de modo que aes idéntico con a*.

Tiomma 1. Las potencias de la misma base so multiplican
entre si, sumando sus esponentcs y dando la suma obtenida por
esponente & la base comun, la que se escribe una solavez [Cf. T.
10 §17].

am.a°=am+n (1>
Dem. Tenemos
am. an= a.a.a.... mveces.a.a... N Vveces
= a.a.a... .(m+n) veces
= am+*

ConoLAnio. Luego so tiene por inversion
am n=am.an
Es decir, una potencia que tiene por esponente una suma,
puedo descomponerse en un producto do potencias con la misma
base, cuyos esponentcs son los sumandos de la suma dada.
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T eorema 2. Los potencias so dividen por otras do la misma
baso, restando los esponentes respectivos, el menor dol mayor, y
dando el resto obtenido como espononte & la baso comudn, la quo
so osoribe una sola vez, y

a) sin divisor, cuando el esponento del dividendo es mayor
que el del divisor.

ft) como divisor de la unidad, cuando el esponento del divi-
dendo es menor que el del divisor.

am:an= a m-n  [condic. m[>n]
am:an= l:au-m [condic. m<[uj o

Deii. Tenemos
a"l a.a.a....m veces
all a.a.a n veces

Si m>n, losii factores del denominador so quitaran por
n factores del numerador, en el cual quedardn m—n fac-
tores, luego am:ar=am—u. Pero si m<”n, los m factores
del numerador se quitaran por m factores del denominador,
en el cual quedaran n—m factores, y como el numerador
retieno latinidad, ser& am:an=1l:an_m.

Corolario. Luego so tiene por inversion

all- “= am:an

es decir, una potencia quo tiene por esponente una diferencia,
puede descomponerse en un cociento do dos potencias con la
misma base, y el esponente del dividendo sera el minuendo, y el
esponente del divisor el sustraendo de la diferencia dada de es-
ponentes.

8. 56.

Multiplicacion y division de potencias que tienen
esponentes iguales.

Teorema 3. Las potencias que tienen los mismos esponentes,
quedaran multiplicadas entre si, si el producto de las bases se
eleva &4 la potencia del esponente comun.

am.bm= (ab)m ?3)
I)em. Tenemos
am.bm= aaa.. m veces. bbb.... m veces
ab.ab.ab.... m veces
(ab)m

Corolario Un producto p uedaréa elevado & una potencia, ele-

vando & dicha potencia cada ano de los factores.

(ab)m=ani.bm
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Dem. Se tiene por inversion del teorema precedente:
(ab)m= ab.ab.ab... .m veces

= aaa...m veces.bbb.... m veces
— a“ .bm

Teorema 4. Una potencia quedard dividida por otra que tie-
ne el mismo esponente, si el cociente de las bases se eleva & la
potencia del esponente comun.

am:bm= (a:b)m (5)
Dem. Se tiene
am a.a.a....m veces
b“l "b.b.b.... mveces
a a
= § b -% e.m veces
= (£ )m=(a:b)m

Corolario. Un cociente quedard elevado & una potencia,

elevando & dicha potencia separadamente el dividendo y el divisor
del cociente.

(a:b)m= am:bra
Se tiene por inversién del teorema.

§. 57.

Potencias de potencias.

Teorema 5. Una potencia quedard elevada & otra potencia,
multiplicando los esponeutes.

(ax)y= avy
Deh. Tenemos
(ax)y = ax.ax.a*....y veces
= AXHX-TX-- Weee [T. 1]

= a*y
Corolario 1. Como axy = ayx, se tiene también
(ax)y= (ay)x

es decir: cuando un numero tiene que elevarse & diversas potcn-
cios sucesivas, el orden de efectuar dichas potencias puedo cam-
biarse como se quiera. . .

Corolario 2. Se tiene por inversién del teorema:

) ] ay = (a)y= (ay)x

es decir: un nimero so eleva, 4una potencia, cuyo esponento es
un producto, elevando dicho nimero sucesivamente & las poten-
cias que indican los factores del producto.
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§. 58.

Potencias que tienen por base 6 esponente la unidad 6
cero.

1? Cualquiera potencia tio la unidad, os la unidad.
Im= 1
Pues tenemos Im= 1.1.1.1....=1.
20La primera potoncia de cualquier nimero, os el nUmero
mismo.
a'=s a
Se tiene a,==a3—2= aaa:aa=a
3” Cualquier potencia de cero, es cero.
Oom= 0
Pnes Onm0.0.0...=0
40 Cualquier nuamero finito elevado U la potencia cero, €S
igual & la unidad.
au= 1
Pues a°= am-in=am:am—1

Teorema G Todos los teoremas establecidos sobre las poten-
cias, valen también si el esponente es cero.

Dem. [T.1.] am.a’=am. l=am=amta
[T.2] am:a°=am: I=am=am~°
a .a -i.a au am_,
[T.3.] a°.b° =1.
[T.4]1a°:b°= 1:1 = 1= (a:b)°
[T.5] (a°)y = li= 1=a°=a°-y
(a5)0 - lo= a°=a*-0

[
|

=

1
~

)
=)
-
°

§. 59.

Potencias con esponentes algebrdicos.

E splicacion. Elevar un nimero & una potencia con esponente
positivo 6 negativo, es multiplicar 6 dividir la unidad por la mis-
ma potencia con esponente absoluto.

afn= l.au; a-n= l:an

Pues tenemos [T.1y 2 corol.]:
aNmn_raN, an. aN-a= aN:an

Biblioteca Nacional del Ecuador "Eugenio Espejo”



—153—

Luego aumentar el espoliente N de 11 unidades, es multiplicar

por an 6 multiplicar n reces por a; y disminuir el espoliente

N de » unidades, es dividir aN por a" é dividir ii vecespor a. Hu-

ciendo N=o0, lo cual es idéntico & hacer abstraccién del nimero'
absoUito iv, se tiene

a° "= a°iftn; a°~n= a°:an 6 bien
a*l= 1.a”; a“n= 1:a"

Las potencias con esponeutes positivos y negativos (y asi
también con el esponento cero) no estdn contenidas en la defi-
nicion que liemos dado de las potencias. Mas tarde veremos una
definicion general de las potencias que contiene también estas
formas del esponente. Ahora podremos considerarlas como nue-
vas formas de escribir la unidad, el producto de la unidad pol-
lina potencia y el cociente de la unidad por una potencia, de mo-
do que sea

a°=lj a+n= l.an; a-1=1 :an

y este modo de escribir es una consecuencia necesaria do la teo-
ria de las potencias con esponeutes absolutos.

Teorema 7. Todos los teoremas establecidos para potencias
con esponeutes absolutos, valen también para potencias con es-
ponentes positivos, negativos y algébricos.

L eu. A) Varaespolienlospositivos. Tenemosa+1—1.aDB==an,
es decir, una potencia con espoliente positivo es igual & la
misma potencia con espoliente absoluto; luego lodos los teo-
remas que valen para esponeutes absolutos tendran lugar
también para esponeutes positivos.

B) Para espolienles negativos.

I am

[T. 1] am _am A _ am_"
1 1 1
a—m.a-» nmo e a m M
i
[T. 2] & :a~n —am: an = am.a’ —_am&u
a m:al ! rall ! o !
al alu.a" ‘“ainfu
“ I 1 a» _
a~n:a- am  an at m
[T. a~-m,b m ! ; ! (ab)_m
»] aMeb> — \ab)m — -
. 1
ET. opa m: b~m= bL~ (a:b)m = (ab)
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[T. 5] = ¢ )y= ¢r = an
(@-)y = = y=ay

(@-Nn-y= (Jr)-y =
C) Para exponentos algébricos. Designando un numero algé-
brico por ni', de modoque sea m'=+m, los teoremas seran ver-
daderos para el nimero algébrico m', pues son verdaderos para
-)-m y —m. Dos mismos teoremas seran también verdaderos, si
m' tiene signos propios; puestenemos-]-m'=+ my «m'= qtm;
y los teoremas valen liara tales esponentes.

§= 60.
Signos de las potencias.

Teorema 8. Cualquiera potencia que tiene una base positiva,
es positiva; una potencia quo tiene una base negativa, sera po-
sitiva, cuando el esponente es un ndmero par; pero sera negativa,
cuando el esponente es un ndmero impar.

Dem. A) (+arn = (+a) = -l-a+a. a.
lidv—a — 1 1
(+a)yn -ja" " a

B) (La)+2'= [(—a)2"=(+a2)"= + a2

J <
(-a)-2"= (—a)2* =+ h*=+ a
C) (-a)'«-'" = (-a)2“.—a==+a2ji.--a=- )
(-a)“1%1= (—a; 2D—a= -(-a~2U—i i
§= 61.

Potencias del bindmio.

lo La multiplicacién sucesiva del binomio a+b porsi mis-
mo, nos da sus potencias consecutivas:
(a-4-b)1= a +b
(a--b)2= a2-j-2a b+b2
3= a3f-3a2b-f3 a b2-fb’
(a--b)4 = a4-i-4a2b+ 6 a2b2-j-1 a b3fb*
j5= a6+5a<b-fl0a’'b2-(-10a2b3+5ab4+b5
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Con esto se ve:

lo El desarrollo de cadauna do estas potencias contiene tan-
tos términos, cuantas unidades tiene el esponente del binomio,
mas uno.

20 El primer término del desarrollo tiene solamente el pri-
mer término del bindmio, elevado & la misma potencia que el bi-
nomio. De igual modo, el ultimo término del desarrollo contieno
solamente el ultimo término del binomio, elevado también & dicha
potencia.

30 Los otros términos del desarrollo contienen los dos términos
del binomio por factores, y se observa que en los términos consecu-
tivos del segundo miembro tenernos /as pitene as decrecientex do
a y las potencias crecientesde b, do modo quo la suma do los es-
ponentes en cada término, sea la misma é igual al espoucuto del
bindémio.

Itespecto @ los coeficientes se observa:

40El primero y el Gltimo coeficiente son siempre la unidad,
el segundo y el penultimo iguales al esponente del binomio.

5° Cuando se suman dos coeficientes consecutivos do cualquie-
ra potencia, el resultado es siempre el coeficiente, (pio estd de-
bajo del altimo de dichos coeficientes, en el desarrollo de la po-
tencia siguiente. Asi tenemos una tabla de tos coeficientes para el

~olio de las potencias del binomio

1 pot.l1l i

m . i 2 1

> i 3 3 i

v » i 4 (@ 4 1

\Y . 1 fi 10 10 5 1

VI ., i G Ifi 20 15 0 |

vil ., i 7 21 33 3% 21 7 1
Vili,, i 8 28 5 70 50 28 8 1
IX » i 0 30 81 120 120 81 30 b

X i 10 45 120 210 252 210 120 45

fi.° Sesigue también, por medio de esta tabla, que dos coe-
ficientes, que tienen una misma distancia del primero y ualtimo,
son iguales; luego cada una se encuentra dos veces en el mis-
mo desarrollo, con escepcion del término medio en las potencias
del binomio que tiene i por espoliente un ndmero par.

Tenemos estas reglas solo por induccién, sinsabor si valen en
general para toda potencia del binomio. Pero cuando supone-
mos que, segln dichas reglas, las nsima potencia de a-f-b sea

(a+b;n

=an+k,an~lb+k2an—=2b2+. ...+kn,iabll_1 +knbn (a)
designando por k,, k2,k3...... knlos coeficientes del desarrollo.es
facil demostrar que el desarrollo de la potencia n-f-1 lia de tener
la misma forma. En efecto, multiplicando (a) por a-j-b, ten-
dremos:
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(a+b)“- 1

=zaH1l+k,anb-bk2a"-1b3+ ___ + k,, ab*“
+ a"b +kilan_1b2+ ... ,+ka_iabw+k:iib"+1

y sumando loa términos semejantes

(a+b)“*"1
zan*1+K,a”b+K2a“—b2+.. .. +lv;lab"+ Kjli b"Hl  (ti)
en donde es
Ki=ki+1l ; K2=k2(-k,; K3=k2|]-k2....; K, =k, (y)

La'i tres primeras reglas tpie hemos espuesto, se observau
como en la ecuacién (a), asi en la ecuacién (fi)i luego conclui-
remos: cuando dichas rujias se observanen unapotencia cualquiera
de a\-b, las mismas se observardn también en la potencia superior
inmediata de a-\-b. Pero, como hemos visto, so observan en la ho
guuda potencia do a j-b; luego se aplicaran también & la tercera,
y como valen para la tercera potencia, asi tendréan lugar también
para la cuarta, luego también para la quinta, para la sexta, la
séptima &a. es decir, para toda potencia de a-[-b.

Ademas, las ecuaciones (y) nos ensefian, <pioun coeficiente
cualquiera es igual & la s;uma de dos coeficientes consecutivos do
la potencia precedente, como esta espnesta en la regla 5“y so
supone en la tabla de los coeficientes. El primer coeficiente per-
manece igual & la unidad para toda potencia del binomio;y co-
mo K 1+,=k,,, también el Gltimo coeficiente quedarasiempre el
mismo =1; pues para la 1"y 2* potencia tenemos ku= I .

Luego las reglas que hemos encontrado, valen para cualquier
potencia del binomio.

Asi sera por ejemplo la 7* potenciado a-f-b la siguiente:

(a-j-b)7
= a7-}-7a6b-t-21 a7 b3-f-3584bs+35 a3 b4+21a2b5f7ab 1+ b7

§ 02.

Formula general délas potencias del binomio.

Por el paragrafo precedente se puede desarrollar cualquiera
potencia del binomio, cuando el esponente es un nimero deter-
minado; pero no se puede, cuando el esponente es un numero
indeterminado, por ejemplo, cuando se busca (a-j-b)n

Los coeficientes déla 4“ potencia, segun latabla de los coe-
ficientes, son

1, 4 G 4, 1 (6)
y cuando dividimos cada uno de estos por el que precede, tendre-
mos los cocientes
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3
2

—_

2 1
27 34

Los numeradores son los nimeros entero i decrecientes des-
do 4 hasta 1, y los denominadores los nUmeros crecientes des-
de 1 hasta 4, en donde 4 esel esponente del bindmio.

Por medio do estos cocientes, los coeficientes de la 41 po-
tencia, que estan en (d), pueden escribirse en la forma siguiente:

, 4 43 432 4321
1’0 123’1234
So ye pronto la ley que los coeficientes observan. Aun los
coeficientes de la 5a potencia
1, 5, 10, 10, 51

pueden escribirse de semejantemanera:

- 5 54 543 5432 5.4.3.
© 171.271.2.3°1.2.3.4 '1.2.3

Luego concluiremos por induccion, que los coeficientes do
lassimi potencia no pueden dejar de ser los siguientes:

7 . n n(n—I1) nin—1) (n—2)

n(n—1) (n—2>(n—-3) ( , ,
i’ (o] ’ 1.2:3" ! 1.2.3.4 W

Al numerador del coeficiente que precede, sucesivamente
se aiiadtr, como nuevo factor, el niUmero entero inferior inmedia-
to, al denominador el nimero entero superior inmediato, siendo

el segundo coeficiente ~, en donde el numerador es igual al es-

ponente del binomio y el denominador igual & la unidad. No
tendremos de esta manera, sino n-f-1 coeficientes, que bastan pa-
ra los 11-j-1 términos del desarrollo; pues el coeficiente del lu-
gar n-j-2, tendria en el numerador el factor n—u=o, con lo cual
este termino, con todos los siguientes, desaparece.

Cuando los coeficientes encontrados en (a) son verdadera-
mente los do la nsiraa potencia, es decir, cuando representan los
de cualquiera potencia del binomio, los mismos han do producir
los coeficientesdo la 1", 2?, 3a, 41... .potencia, poniendo u=1I, 2,
3,4....

En efecto, poniendo n=1, tendremos

, 1 1(2-11 1(2- 11(1- 2)
17 TT2 7 e 17275 n

es decir, tenemos 1,1 como los coeficientes de la primera poten-
cia, siendo todos los siguientes iguales & cero. Este resultado es
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<l verdadero;luego las expresiones (a) contienen verdaderamen-
te los coeficientes de la 1" potencia paran=1.
Para n=2, tendremos

L2 2(2-1) . 2(2-1)(2 2
o1 L I — 17273 * te

El ultimo coeficiente, con todos los que se siguen, C3 coro;
luego después do la reduccién tenemos solamente los ndmeros
1, 2, 1, que realmente son los coeficientes de la 2* potencia.

Otra prueba demostrard, que las espresiones (a) satisfacen
también & la 3a potenciay ademas hemos visto que bastan para
la 4a y 5“ potencia, poniendo 11=1, 5.

Es preciso que averigiiemos, si las mismas férmulas (a) son
verdaderas para cualquiera potencia del binomio.

Supongamos que dichasférmulas

n (n—1) u (n—I)(n—2) n (n—1) (n—2) (n—38)..
r 172 1. 1.2.3.1 /
n (n_i?.z 3_(T__(F)p+§)(én 1)p+2_ parael lugarp) ()

sean los coeficientes verdaderos de la nsime potencia, y demostraremos
que seran también los coeficientes verdaderos de la jmtencia n + I,po-
niendo en las mismas n-(-1 en lugar den.

En efecto, por las ecuaciones (y) del pardgrafo precedente,
sabemos que siendo el primer coeficiente siempre igual & la uni-
dad, el segundo de la potencia n-f-I, ha de ser igual & la suma
del primero y segundo coeficiente de la potencia n &a. Pero su-
mando dos coeficientes consecutivos que estan en (a), tendremos
nii n+1

I-1- 1
nMn—1) , n ,n—t , .. n (n-fl) n
i.2 +or~(t +1 > - nr-~
n(n—1) (n—2) .n(n—1) ,n—2 , n(n—1) (n-j-I)n'n—1)
1.2.3 4 1.2 3 om > 12 — 1.2.3
&a. &a. &a.
n(n—1)...(n—p+3) (n—p+2) . n (n—1)--——-(N—p+3)
1.2.3.... (02 (D) ' 1.2.3....(p02

fn—p+2 , \n(n—1).. ,(n—p-]-3)_,'n-f-I)n(n—1) ,.(n—p-f-3)
\ p—1 '/ 1.2.3 ...(p—2 1.2.3.... (2 (p—)
Luego, supuesto que (a) contiene los coeficientes verdade-

ros de la potencia n, los coeficientes verdaderos de la potencia
n-J-1, seran los siguientes:
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2 n+1ls (n+)n. (n+1)n(n—1) . fn-flinfn—I1 mi—2)
i- 7 ~ng 7 i.2.a * i7a.3.1i

(n-f-11 i (h—1). .. in—p-}-8)
1.23....(p-2 (1

Pero estos se hallan inmediatamente de las férmulas (a), po-
niendo en las mismas n-f-1 en lugar de n.

Luego queda demostrado: Si (a) contiene los vei'dadcroscoe-
ficientes de la potencia n, contendrd también tos de lapotencia 1,
poniendo /=& en lugar de n.

Puede enunciarse la misma consecuencia de esta manera:

Si (a) contiene los verdaderos coeficientes de una potencia, cuc -
quiera que sea, contendrad también los déla pitewia superior innn-
diata, poniendo en lugar de n el espoliente respectivo.

Pero sabemos, que (a) contiene los coeficientes verdaderos
de la la potencia para n=-l; luego contendra también los de la
2a potencia para r.=2, y por consiguiente también los de la 3*
potencia para n=3, luego también los de la 4" para n=d &a
hasta el infinito.

Por consiguiente, en (a) tenemos verdaderamente los coefi-
cientes generales del binomio, que pertenecen a la potencia
del mismo.

El desarropo c-mpleto de la usima potencia del binomio a-f-b
tendra la forma:

y cuando so pone —ben lugar de b.
(a—b)n
3b3 +

en donde todos los términos del orden par, que tienen ltcon ci-
ponente impar, son negativos.

Finalmente poniendo a=1, b=d;x, tendremos la forma mas
sencilla de las mismas series:

n (n—1),.a_i_n fn—1) fn—2)v3 ,
i.2 i.if.a X

»S8bese que no tenemos mas que n-f-1 términos, haciéndose
todos los sigilenles iguales & cero.

El teorema que acabamos de demostrar, se llama el teorema
de Ncwton, por el nombre desu inventor, el mas célebre de todos
los matematicos, inventor también del calculo infinitesimal, de las

leyes de la atraccion universal é infinitas verdades fisicas.
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ARTICULO I1.
Kaiccs coi» indices culeros.

8§ «3.
EsplieacioiieS.

1.6 En el célculo con potencian, so distinguen cciino cantida-
des diferentes: la base, el esponente y el valor de la poten-
cia. La operacion aritmética, cpie se llama formacion de poten-
cias, da el valor de la potencia y supone qué la base y el es-
ponente sean conocidos.

Si, por el contrario, id base cs incognita, pero el valor de po-
tencia y el esponente son conocidos, el céalenlo se convierte en
la formaeiott 6 extraccion de la raiz, de modo que raiz se lla-
me la base desconocida.

Finalmente, si el esponente, es incégnito y las otras cantida-
des, valor de potencia y la base conocidas, el célenlo se con-
vierte en la formacién del logaritmo, de modo que logaritmo se
Ilame el esponente desconocido.

Por esto, el calculo con potencias tiene don inversiones: el
calculo con raices y el calculo con logaritmos.

20 La raiz del grado nde un nimero a, es un numéro r, que'
elevado & la potencia n, reproduce el nUmero a Esta definicion
Se escribe en forma aritmética:

n

a

Se llama rraiz [real], n indice de la raiz, a cantidad sub'

n
radical, y/ a cantidad radical 6 también raiz [indicada],
. 3" Se infiere que
n

[nj

Es decir: la raiz de una )i*ima potencia, Cs la base do

la potencia. Porque la raiz que se busca, elevada & la n8™* po-

tencia, debe ser igual & an; pero solo el nimero a, elevado & la
-»ma potencia da a".

4” Numeros racionales éirracionales. Cuando sé eleva un que-

brado 4 una potencia cualquiera, el iesultado serd siempre un
quebrado, nunca un nUmero entero. Porque si suponemos que
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g sea un quebrado, reducido & su forma mas simple, de modo

que ay b sean primos entre si, =gr, serdtambién un que-

brado; pues en la suposicién opuesta bn seria factor do an, lo que
no es posible.

Por inversion resulta que: una raiz cualquiera de un ndmero
entero nunca esun quebrado. Porque silo fuese, dicho quebrado
elevado & la potencia que indica el indice de la raiz, produciria un
ndimero entero, lo que segln lo anterior nunca sucede.

Por otra parte: la raiz de un namero enterofrecuentemente no
es un nuamero entero. Siendo por ejemplo

4<5<G <7<8<9 sera
\/4 <yl5 <"6 <47 <V/t> <V9
pero tenemos VA~— 2 i 3 como nUumeros enteros conse-

cutivos; luego y/57 VIGT VTT W 8-no seran enteros. Segin loque
precede, tampoco serdn quebrados.

3 3
De semejante modo tenemos \/8 = 2 y \/il —9, luego
las laicos cubicas de todos los nimeros enteros desde 3 hasta 26
no son enteros y tampoco quebrados.
Por consiguiente hay muchas cantidades radicales que no son
ni nimeros enteros ni quebrados y se trata de estas en el § si-
guiente.

8= 64.

De las cantidades irracionales é inconmensurables.|

1o Esplicaciok. Las cantidades radicales, aojo valor no puede
representarse exactamente, ni por un entero ni por un quebrado, se
llaman cantidades 6 nameros irracionales. Por oposicion, todas las
demas cantidades, cuyo valor puede representarse exactamente
por un ndmero entero 6 por un quebrado, se Ilaman cantidades 6
ndmeros racionales.

Lamanse asi, porque las cantidades déla ultima especie tie-
nen una camini medida con la unidad y por esto la razén geométri-
ca delasmismas & la unidad entera, puede representarse por tér-
minos que son numeros cuteros finitos. Asi, por ejemplo,

17 es racional, pues 17 y 1 tienen la comin medida 1, y la

razén 17: 1 contiene como términos numeros enteros fini-
tos. Asimismo
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9 . 9 . . o1
— es racional, pues jjgy 1 tienen la comin medida —y Iftrn-

zon )%r: 1 so puede representar por la razén 9:35, que con-

tiene también como ténninos ndmeros enteros finitos.
Por inversién, cuando la razén geométrica de un namoro
U la unidad puede representarse por numeros enteros y finitos,
dicho naimero serd racional, es decir, sera un entero 6 quebrado.
Pues, si N:l=a:b, serAN = g, luego el nimero N sera un que-

brado, cuando ay b son nimeros enteros y finitos, y sera un nu-
mero entero, cuando ademas b es igual & la unidad 6 factor
de a.

Se deduce que un ndmero irracional no tiene una comdn me-
dida con la unidad, y por esto surazén geométrica & la unidad
no puede representarse por términos enteros finitos.

20 Sin embargo, todo numero irracional puede representarse
con cualquiera aproximacion por medio de quebrados, cuyos tér-
minos crecen indefinidamente con el grado de la aproximacion.

En efecto, sea

2, 241, 24 ;24— 2-130 [M1.cc244— 1,3

ti

una serie de quebrados con el denominador n, interpolada ontro
dos numeros consecutivos 2y 3. Como es i+7 <9, serd

2+ +7 «+3, luego, +7 tendrd un lugar determinado en la serie
anterior, por ejemplo entre los quebrados mistos consecutivos

2 + —y2+ 51U -, siendo siempre distinta de ellos. Luego sera
2+N7M<V T <2+ 2+

y restdndose 2+ 5.de cada uno de los miembros de esta desi-
gualdad, se tendra

Cuando n crece indefinidamente, el quebrado 1 tiende hacia

el limite cero, que esta también en el primer miembro de la de-
sigualdad; luego tenemos con una aproximacion tan grande como
SO quiera:

V=T= 24 ™ (a)

en donde 2+51 es un quebrado (misto), cuyo denominador n con
el grado do aproximacion crece hécia el infinito. Aun m,crece
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indefinidamente; pues -y/7 tiene un lugar fijo en la serie ante-
rior, y como el nimero n de todos los términos puedo ser ma-
yor que todo numero finito asignable, asi el nUmero m de los tér-

minos entre 2y "tendrd la misma propiedad, aunque siempro
sea <ju. E. objeto de la estraccion de la raiz, determinar el na-
mero m verdadero que conviene & un denominador n determinado.

Las mismas razones se aplicardn & todacantidad irracional,
y serd con una aproximacién tan graude como se quiera

y/r=N'f“=H"

en donde N' es el maximo entero contenido en la raiz, m'=X'n-f-m,
y myn con el grado de la aproximacién tienden hacia el infinito.

30A pesar de esto, la igualdad anterior (a), nunca sora
perfecta, tan grande que sea n 6 tan pequefia que sea el quebra-

do propio i y por consiguiente este quebrado nunca serd una

medida comln entre la unidad y la raiz.

Dos cantidades que no tienen medida comun, se llaman can-
tidades inconmensurables; se llaman conmensurables en el caso
opuesto.

Cantidades que son inconmensurables con launidad por ser
raices, especialmente toman elnombre de cantidades irracionales; y
todas las cantidades que son inconmensurables con la unidadpor
otra razén (por ser logaritmos, funciones goniométricas) se dicen
cantidades transcendentes.

Toda cantidad que esinconmensurable con otra, puede es-
presarse con cualquiera aproximaciéon por modio de partes bastan-
te pequefias de la otra. Si Ay B son dos cantidades inconmen-
surables, partiendo B en n partes iguales, una de estas partes es-

tard contenida m veces en A y quedard un resto r, que es < —,

de modo que sea
A="B+r

en donde r puede ser menor quetoda cantidad asignable y por
consiguiente despreciarse.

40 Pueden representarse exactamente algunas cantidades
irracionales por medio de la geometria, & saber, lasraices cua-
dradas. Tirese, por ejemplo, [fig. 1] una recta AB igual & la uni-
dad, prolonglese esta de n unidades hacia C; después constru-
yendo un semicirculo sobre el didmetro AC, levantese una per-
pendicular en B sobre AC hasta el punto D de interseccion con
el semicirculo. Representard BD la media proporcional geomé-
trica entre ABy BC, y serd
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BD=v/AN.150=Yy'i.n= yiji _

Luego BD representa exactamente el namero \/u, 10 v'm
neralmente ea irracional. Suponiendo por ejemplo quo nson —j,
sera

BD =
Sébese ademas, quo
AB:AD = AD :AC
BC:DC = DC :AC
luego, para nuestra suposicion n=5, sera

AD=y/l.ti= ylb; DC= yhti= y/

Aungue ABy BC sean conmensurables entro siy con la uni-
dad, no lo son respecto & AD, BD y CD; y esto caso do no ser
conmensurables las lineas, areas &a, en la geomotrin os el mas
frecuente.

5? Suponiendo quo A seaun ndmero inconmensurable con
la unidad y representando A por una fraccién con términos in-
definidamente grandes

una parte - de la unidad se llamaparte virtual de la cantidad A,

aunque en realidad nunca pueda asignarse como cantidad deter-
minada. Una cantidad inconmensurable sera mayor 6 menor quo
otra cantidad, cuando tiene un numero mayor 6 menor de par-
tes virtuales de la misma especie, es decir, que se obtienen por di-
vision de 1» unidad por el mismo ndmero n. Asi, en la geometria,
una linea inconmensurable serd mayor que otra linea, cuando en
la primera se concibe un nimero mayor de puntos que en la ul-
tima, dispuestos segun la misma manera de distribucién, podiendo
ser la distancia entre dos puntos consecutivos menor que toda
distancia asignable.

60 Aplieanse todas las definiciones generales de las operacio-
nes aritméticas a las cantidades inconmensurables, considerando-
las como teniendo partes virtuales de la unidad. Especialmente

1] Sumarun ndmero irracional a con otro [racional 6 irracio-
nal] b, es hallar nn nimero nuevos, que tenga todas las par-
tes virtuales gne contienen ay b.

2] Multiplicar un namero [racional 6 irracional] a por otro
irracional b, es formar un nuevo niimero p que es a a como
la multitud de las partes virtuales de b es & la multitud de
las partes virtuales de la unidad.

Las demas definiciones no hacen ninguna dificultad.

7° Todos lostroyemos ya demostradospiara cantidades racionales, va-
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knlaitibieupara cantidades irracionales. Paos tenemos ™ <A

y todos los teoremas tienen lugar como para ™, asi parn”~ i\ tan
grande que sean m y n; luego no pueden dejar de valer los mis-
mos teoremas para A, siendo en el limite o h ~=A.

8= 65.

Multiplicacion y division de cantidades radicales
que tienen un mismo indice.

Teorema 9. Cantidades radicales que tienen un mismo indi-
ce, quedaran multiplicadas entre si, estrayeudo la misma raiz al
producto de las cantidades subradicalcs.

yl/a . ylb = ylab [9]

Dem. Segun la ecuacion Il podremos y/a . y/b elevar &
la «sima potencia, y después estracr la «sima rajz> sju mudar
el valor del todo; luego sera

n_n / u_n
y/a'y"b—y iy/a y/b)n

=\/(y/a)Qe(y" b)n [T. 3 corol]
n

=yla.b [definicion]
Corolario 1. Para estraer la raiz & un producto, se podra es-
traer la misma raiz 4 cada uno de los factores.
n__ n_n__
ylab = yl/a.y/b
Se tiene por inversién del teorema.
Corolario 2. Para simplificar las cantidades radicales, se de-

ben estraer las raices & los factores do las cantidades subradi-
cales, si es posible. Por ejemplo:

y/T8 = y/16.3 = 4y/37 y/ih(T=y/IhTIT= 3.2y/iT=Gy/T
3 3 3
y/a2b=ay/b; ylaxj—bx«= y/xl[a—bj = xyla—b

_ 3__ . 3__
¢4 /46 2'/r, /54ax /27 2a« 3 3-
V 25 V55 5V°'v 125~V T25 =5 ftv/2
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\/ 32 -+ VaU= V/10.2 - V/25.2 — 4\/2-}-5\/2 = O/ 2
3 3 3 3 3 3 3 -
yITé f-y/320= y/8.5 -f-y/tTs.s = 2y/ 6 -f- 4y/TT=6Yy/5

Corolario 3. Para quitar un nimero irracional dul denomi-
nador de una fraccién, se aplicaran las reglas siguientes:

Reola |. Cuando el denominador es un monomio, los dos
términos de lafraccion se multiplicaran por tal potencia del
divisor irracional, que la raiz indicada pueda estraerse.

a ny/b > y/x—2x  Ix—2xy/x
vT>'  y/b.ylb’ y/x =—2y/x
I
VT_
V2
1 -
3 ng -y 5
/5  va.v 5  Y5F
1.
8y/4
y/5 y'4  y/16

y/a-f-b y/a--b.y/a—b y/a*—Db*
Va—b — va—b.y/a—b a—>b

Regla Il. Si el denominador es una sumad diferencia, que
tiene términos afectados del signo radical cuadrado, el nume-
rador y denominador de lafraccion se multiplicaran respec-
tivamente por ladiferencia 6 suma de los mismos términos.

2 2(y/7—y/5) 2(y/7—y/ 5)

VITHIS  (NT+Y/5)yl T—y/5) 7—5  YTYS
y/~3+y/2 (y/3+y/2)2 _ 3f-2y/6-f8 512v/6
VI3—y/2  (y/3-y/2)(y/3+y/2) 32 4
3y/5—2 (3y/5-2)(2y/5+3) _ 30-4y/549y/5—G 24+By/S
2 y/5—3 (2y/5—3)(2y/5-3; 20—3 1

Teorema 10. Una cantidad radical quedara dividida por otra
que tiene el mismo indice, estrayondo lamisma raiz al cociente de
las cantidades subradicales.

Iy /TT= y7ak [10]
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Dem. y'»:NS= (V ne/ b segln n.

= J(V'M)n=(V™)D [T. 4 coro].]

n
i=ya.b [definicion]
Coralario. Para estraer la raiz & un cociente, se podra estraer
la mismaraiz al dividendo y divisor del cociente.

n____ n__ a__

Va:b=Va:Vb
Se saca por inversion del teorema.
Tenemos por ejemplo:

m vtjt 3T4 yao , g
V 25 ~ —4'/6, v 125~ 3 —sV2
y ¢"O
s. 66.

Relaciones entre las potencias y raices.

Teorema 11. Una cantidad radical no cambia de valor, mul-
tiplicando 6 dividiendo el indice y el esponente de la cantidad
subradical por un mismo ndmero entero.

xn
Iv/a7 =y'alQ )
__ Xxm > [XX]
Va\/=
Se supone m comun divisor dex éy.
Den. l aparte. Tenemos

X __
(Viay)x=ay [definicion]
luego (Vi )* = ayn [T. 5]
y estrayendo la raiz del grado xn, sotendra
X xn
V =VaTu

Dem. 2aparte. Si ni es comun divisor do x 6y, los co-

, cientos x:m e y:m serdn numeros enteros; luego podre-
mos hacer aplicaciéon do la primera parte, y sera

/~vT|r (x: m)m X

/i i VT’ mm=V a

Corolario 1 Cuando eI Indlce es divisible por el esponento,

se quitara el esponente; y cuando el esponento es divisible por ¢

indice, se quitara el signo radical. En uno y otro caso la espre-
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sion tendra la forma mas sencilla que puede tenor respecto al
indice y espouente. Por ejemplo:

27 27\:!/)_'_ 3 3_
\/at= VnjTr=v/iri= y/n
3 33 1

\/als =V/a*r;3= \/A?=a“

Corolario 2. Para reducir a un mismo indico cantidades
radicales, que tienen indices diferentes, se buscara el minimo co-
muan maltiplo de los indices, y se multiplicaran los indices y espo-
nentes de las cantidades radicales por el cociente respectivo'quo
se obtiene, dividiendo dicho comun multiplo por el indice de la
cantidad radical respectiva. Asi

3 4 2 _ _84 43 20

yla7?, Va3, Va sonigualesdy/a“/l"y/u3m', ylal8
2 2 2

6 bien & yla-u, y/iT5, ylal

Se usa este corolario para la multiplicacién y division de
Cantidades radicales que no tienen un mismo indice.

Teorema 12. Cuando un numero tiene cpie elevarse & una po-
tencia y después se debe estraer la rajss al resultado, el orden do

las dos operaciones se puede también invertir sin alterar el valor
del resultado.

V5r=(yv'~ 12
Dem oy [12]

\/a7 = \fii.ii.ii... .y veces
o X __x .
= \/a.yla. Va.... y veces

. . =(l/»Y
Tendremos por ejemplo:
4 3 3 3 3

4 : _
V16p= (V16)5= 25, V5i*=(V27.2)2= (3V2)2= 9Vi"

§= 67.

Raices de raices.

Teorema 13. Para estraer laraiz & otra raiz, se multiplica-
rau los indices de las raices.
X

[13]
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Dem. Tenemos

( ly_\& y__
al/ = Va

v')!" = a
luego, estrayendo la raiz del grado xy, so tiene

S|72  \v_
'sjfla=\/a
'Corolario 1. Tenemos también

*
ya= Q’/?z -\/a
luego y— 72
>JV*a= -sJCa
es decir: Cuando se deben estraer sucesivamente dos raicesa un
mismo numero, el orden de estraer dichas raices puede variarse
como se quiera, sin que el resultado cambie do valor.
Corolario 2. Se saca por inversion del teorema:

= a — ‘a
es decir: Cuando el indice es un producto, primeramente se pue-
do estraer laraiz, que indica uno dé los factores de dicho produc-
to, y después Jaraiz que indica el otro factor. Asi es por ejemplo:
3
6__
\/64= f/64= \/8= 2

ARTICULO I11.

Potencias y raices con espolientes é indices fraccionarios.
§= G8.

Potencias con esponentes fraccionarios en general.
Esplicaciones.
19 Tenemos las :gualdadcs

aNwn= aN.au [T. 1 corol.l
aN-n = aN;an IX. 2 corol. 1
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nN.n = (aN)n [T. 5]

n
tN:n=v /pT [T. 11]
es decir:

a) La adicion de los esponentes designa nna multiplicacion.

b) La sustraccion de los esponentes designa una division.

¢) La multiplicacion de los esponentes designa una forma-

cion de potencias.

d) La division de los esponentes designa una estraccion do

raiz.

En cualquier caso, una operacién aritmética con los espondi-
les, designa la operacién superior inmediata en la otra parte de
la ecuacion, siendo

lamultiplicacién la operacién superior inmediata déla adicion

1adIVISTON ..o déla sustraccion
lajormacion de potencia..
la estraccion de raiz

20 Las potencias con el esponente cero y con 'esponent
positivos y negativos no estdn contenidas en la definicién que he-
mos dado de las potencias. Pero como tenemos una definicion
general de la multiplicacion, asi podremos poner aqui una defi-
nicion general de la formacién de potencias, la cual contenga to-
dos los casos de potencia que hemos visto, y también potencias
con esponentes fraccionarios. A este fin haremos aplicacién do
las propiedades de las potencias que hemos encontrado en el N° 1°

Definicion general de laspotencias. Elevar un nimero a &
unapotencia n, es:formar del nimero apor la operacién su-
perior inmediata un nuevo namero p del mismo modo que el
esponente n esta formado de la unidad entera y absoluta.

Por esta definicion tenemos:

1) a3=a.a.a; pues 3= 1+1+1

Para formar 3 de la unidad entera y absoluta, se pone prime-
ramente la unidad absolutamente y después se suman con ella
otras dos unidades

3= 14141

Luego se pondra absolutamente la cantidad a y como la
operacion superior inmediata de la adicién es la multiplicacion,
se pondra el signo de la multiplicacion en lugar del signo do la
adicion, y a en lugar de 1, de modo que sea

a3= a.a.a
Tenemos:
2) a°="?=1; pues0= 1—1

Para formar cero de la unidad, es preciso restar la unidad
de launidad dada 0=1—1; poniendo aen lugar de 1, y el signo
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de la division en lugar del signo de la sustraccion, se tiene

Tenemos ademas:

3) a*~3=1.a.a.a; pues + 3=0-f-1-f-1-(-%

El signo del esponente supone un sumando, y no hay otro
sumando que cero, cuya suma con 3 sea igual & -f-3, luego
-f-3=0-4~3"=0-J-%-j-19-%. Luego formaremos la potencia buscada,
sustituyendo en el segundo miembro de la ecuacién

+3=(1—1)+1+1+1
a en lugar de 1, el signo de division en lugar del signo de sus
traccion y el signo de multiplicacién en lugar del signo de adicion.
Con esto se tiene
a*3= Z|'11 .a.a.a= l.aaa= 1.a3
Del mismo modo es:
4) a~3=l:a:a:a ; pues—3=0—1—1—1
Siendo por las mismas razones
—3=(1—1)—1-1—1

sera a~3:—éa:a:a = l:a.a.a=1:a3
Sera de semejante modo
5) a3-4=(a3)4; pues 3.4=(1+1+1)X4

Como 3.4 = (1-J-1-f-1) + (1+1+1)+ meem4 veces; serd
a3«l= a.a.»Xam aX eeees \veces

= a3.a3.a3.a3=(al3)4
Ademas tenemos:

6) ai = (X~a)3; pues i = i+J+i
Para formar f, la unidad se descompone en 4 partes iguales,
cuya suma es la unidad; después se suman tres de estas partes.
Luego como

I1=J-j-1+ i+ 4- Por Indefinicion
4_ 4__ 4__ 4
sera a=X a. X .Xa.Xa
es decir a se descompo 4 partes iguales, cuyo producto os a;
pero tal parte es Va-Ademas
como $=J+i+i
a 4__ 4 4_ 4
sera a’r 1 .y ».Xa= (Xa)3
Finalmente
7) a-i = — ; pues —J=0— \
(Xa)3

4
y poniendo 1 en lugar de 0 [segin N*2j, X a enlugar deJ y

Biblioteca Nacional del Ecuador "Eugenio Espejo"



—172—

el signo de divisién en lugar del signo de sustraccién, so tiene

i i <
ar = 1:V 1:Va:Va= 1. \Aa)s
3? En virtud de esta definicion general de las potencias, te-
nemos
m n n
all =(y'a )m=V'a™ [n
1) Unapotencia con esponentefraccionario designa una cantidad
radical, que tiene por indice, el denominador, y por esponente
el numerador del esponente.fraccionario-, siendo la cantidad sub-
radical lamisma que ia base de la potencia dada.
lefiemos ademas
m 1 1
a i ~ 2> [m-
r (\/a)m a“
2) Una potencia con esponentefraccionario negativo es la uni-
dad divididapor la mismapotencia con esponekte absoluto.
Luego vale aqui la misma ley que hemos encontrado en el
§ 59 para esponentes enteros y negativos.

§ 69.

Teoremas sobre potencias con esponentes
fraccionarios.

Todos los teoremas ya establecidos para potencias con espo-
nentes enteros, valen también para potencias con esponentes frac-
cionarios. Para demostrar esto, es preciso convertir las potencias
con esponentes fraccionarios en raices, luego se aplicaran los teo-
remas relativos & las raices ya conocidos, y finalmente los resul-
tados asi encontrados de nuevo se convertirdn en potencias con
esponentes fraccionarios.

Teorema 1*. Las potencias de la misma base quedaran mul-
tiplicadas entre si, sumando sus esponentes y dando la suma ob-

tenida por esponente &4 la base comun, la que se escribe una so-
la vez |[cf. teor. 1].
mp m £

all.al=an 9, [1*]
Dem. Como

m q p

an = V I'r y = * *
- £ n_ 9 ” nn
an.a9==Ya"l.vVal= Valb .y njr [T, 11]

n9 mg+np m .,
=V a“9fP= a ng ==a5"+T [T- 0]
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_ 3-_4_
Ejemplo. ~ V a 'Y a ' =aJd.a-Jal=ai+-f+f=zaif
=ad'lti2==a4.ai@=—y v? o

Teorema 2 . Las potencias se dividen pov otras de la misma
base, restando el esponente que Lene el divisor del esponente que
tiene el dividendoy dando el resto encontrado alabase comin que
se escnbe una sola vez [teor. 2].

m p H. p

aVanra" i
Dem. Como a 1271
m p
-VAly ai=~iP( serd
m p
— = 1n_ o n no
a'l:al :v/ad:y/?"‘y? aouf. Njjpp. [T.11]
fi(l o m
:y}eT"*T:_aJP': yffij-Tiir [T.10.]
nig—p m
=a ul = a" 1
Ejemplo, y/al2:y/a'= a3 :al = ‘2=a io

= amiiil): aZ'—*—?o_aZ %Pa-g

Teorema 3*. Potencias que tienen los mismos esponentes, que-
daran multiplicadas entre si, elevando el producto de las bases 4 la
potencia del esponente comin (teor. 3.)

n m m

a“.bu=(ab)n [3*]
Dem. Tenemos.
” n ”? n
au=y/a“* y bu=y/bul, luego sera
R A n _
au ,bu=v/a“.v'b,“=v/auTbn! [T. 9]

n____ m
=y/ (ab)4* =(ab)u
Ejemplo. 3797™ =(3.9)N = 27* = (y/ifi)2=32=9
Teorema 4*. Una potencia quedara dividida por otra que tie-
ne el mismo esponente, elevando el cociente do las bases a la po-
nencia del esponente comun [teor. 4],

m m in
a" : bll= (a:>)n [4%]
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Dem. Tenemos

in n_ N on__

a" =v'a y b"=y/bly luego sera

o n_ n_ n
an:bn=v'amVEn=V/aubu [T. 10]

n
=\Z(*;bl“1= (a:b)n
Teorema 5*. Una potencia quedard elevada & otra potoncia,
multiplicando entre si los esponentes (teor. 5).
Dem. Tenemos

ng 1= 5P
=y'adlj = anl = an 4
27 15 27.12 N N
Ejemplo, (@i°)18 = al0-1“ = a*=a2v/jL

E scorio. Pudiéndose ahora sustituir los teoremas 1*—5* en
lugar de los teoremas 1—b5, se sigue, que todos los corolarios do
estos teoremas se aplican también para esponentes fraccionarios;
y asimismo todas las consecuencias de los mismos teoremas seran
verdaderas, aunque los esponentes se supongan ser quebrados, es-
pecialmente el teorema 7 se aplicard para esponentes frac-
cionarios.

De donde se saca, que los teoremas 1—5 son verdaderos pa-
ra esponentes cualesquiera, positivos, negativos, enteros, fraccio-
narios éiguales & cero.

g 70.

Raices con Indices fraccionarios.

1? La estraccion de raiz es la inversién de la formacién de
potencias, y reteniendo la misma definicion de las raices que hemos
dado al principio del Art. 11, ahora el indice podra ser cualquier
numero, positivo 6 negativo, entero 6 fraccionario; pues el espo-
nente n en la ecuaciéon

(V~fi")n=a [UD)]
que representa la definiciéon de las raices, puede ser cualquier nd-
mero.

Se infiere ahora:

1) Una cantidad radical con indice cualquiera, puede escribirse
como potencia de la cantidad svhradical con un esponente que
esel indice invertido.
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i i
\fa= a« ()
designando n cualquier nimero.

J n__
Pues tenemos (@l)rra=(y/a)n
2) Una cantidad radical con indice fraccionario equivale a una
cantidad radical, que tiene por indice el numerador y por eif-
ponente el denominador del indice fraccionario. Porque
m
IT_ L 'm
\/ a = am=vAilr 1 (V)
3) Una cantidad radical con indice negativo equivale & la unidad

divididapor la misma cantidad radical con indice absoluto.
(cf. § 68, 302). Porque

-J- 1 1
V a= a-n= -r= — v
all y'a

2? Los teoremas que valen para raices con indices enteros,
valen también cuando los indices son quebrados, negativos 6 nua-
meros inconmensurables. Pero, mediante las reglas anteriores
(1V, V, V1), todas estas raices, en el calculo, se convierten en po-
tencias, 6 en raices con indices enteros y positivos.

ARTICULO IV.

Extraccién de la raiz cuadrada y cubica.

8. 71.

Cuadrado de los nUmeros enteros.

1o Tenemos
(a+b)2= a2+2ab+b2
(a+b+c)2= (a+b)2+2 (a+tb)c+c2
(a+b+c+d)2= (a+b+c)-'+2 (a+b+c) d+ d2

Sustituyendo el valor de (a+b)2 de la primera ecuacién en

la segunda, y después el valor encontrado .de (a+b+c)2 on la
tercera, se tendra

(a+b+c+1)2=a2
+2ab+b2
+2(a+tb)c+c2
+2(a+b+c)d+d2
Por induccién podremos concluir que sera
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{a-fb-fc+... .p-j-q)2=a?2
4-2ab+b2
-- 2(a—fb)c+c3

M

4-2@M-H-... + pp-fp3
y suponiendo esta formula como verdadera, afladiendo otro su-
onando r & continuacién del polinomio anterior, sera

(a-J-b-j-c-)-.. m4-p+q+r)2= (a-f-b-f-c-f-... -f-p-j-q)2

+ 2(a+b+c-)-...+p+qg r+r2
es decir, & la derecha de la ecuacién anterior ti), se afade un
renglén mas, formado seguin la ley que se observa en los renglo-
nes que preceden.

Concluimos: Guando la ley contenida en (1) ex verdadera para
un solo polindmio, cualquiera que sea, sera también verdadera para
un .polindbmio que tiene un término mas.

Pero es verdadera para,un polinomio de dos términos, pues

(a-j-b) = a2
+ 2ab-fb2
luego seré verdadera para un polinomio de 3 términos, luego tam-
bién paro uno de 4, 5, 6.... n términos.

2° Aplicando ya la regla espuestada un nimero entero, que
bs’>10, por ejemplo, & 3417, se signe

3417a=(3000+400+10+7)2= 30002... .9000000
4-2.3000 . 400 ___ 2400000
-j-4002.... 160000

-]-23400 . 10 ___ 08000
4- 1027 100
4-2.3410 . 7 47740
4- T72.... 49

34172 = 11G75889
Cada rengldn tiene un cero menos que el renglén que pre-
cede, propiedad que se sigue inmediatamente de la disposicién do
los facieres que estdn & la izquierda.
Omitiendo los ceros, se tiene de una manera mas simple

34172

32....9
3.4 ...24
42.... 1G
. 341 .... 68
12. 1
3417 . .. 4774
72. 49

=11675889
En los renglones consecutivos la unidad constantemente pasa
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ele un lugar mas & la derecha.
Puede simplificarse aun el célculo por laférmula 2ub i b-

==(2a+b)b; de donde

34172
32 32
(2.3.4+4).4 ... C4.4
(2.34.1+1).1 ... G8L1 sil
(2.341.7+7).7 ..6827.7 77[89

11]67]58]89

Pasa la unidad, en cada renglén consecutivo, de dos lugares
mas & la derecha; de donde el resultado separte en 4 clases desde
la derecha & la izquierda, conteniendo cada clase 2 cifras, hasta la
Gltima clase & la izquierda, que podria contener también una sola
cifia, lo que sucederia por ejemplo por el cuadrado de 2417. Ob-
sérvese:

1) el primer renglén contiene el cuadrado do 14 primera ci-
fra 3, que estd contenida en 3417.

2) el segundo renglén contiene el doble 6 de esta cifra, & la
que se afiade la cifra siguiente 4, de modo que tengamos 64y es-
te numero se multiplica por la misma segunda cifra.

3) el tercer renglén contiene el doble 68 de las dos primeras
cifias 34, que estan contenidas en 3417, seafiade la tercera cifia,
de modo que tengamos 681 y este namero se multiplica por la
misma tercera cifra.

4) el cuarto renglon, de semejante modo, contiene el doble
682 de las tres primeras cifras que estan contenidas en 3417, so
aflade la cuarta cifra, de modo que tengamos G827, y este nume-
ro se multiplica por la misma cuarta cifia.

Ejemplo Il. Buscase el cuadrado de 24351.
243512
22
44.4 176
483 3 14 49
4865.5 243 251
48701.1 487101
) 51921)(12]Vi
Ejemplo Ill. Buscase el cuadrado de 546512
5465122
52
104 4 16
1086.6 65 16
10925.5 546 25
109301.1 1093
1093022.2 21860
29186]7513G| 6144
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§= 72!

Estraccion de la raiz cuadrada de nimeros

determinados.

|. Caso. ElI nimero dado es un cuadrado perfecto. Cuando el
nUumero dado, de el cual se busca la raiz cuadrada es <100, las
raices se hallan en la tabla siguiente:

Cuadrados 1114 19 116 |25 |36 49 |64 |81
Nameros 1112 |3 14 |5 16 718 ]9

Cuando el nimero dado es >100, obsérvense las reglas si-
guientes, que son lainversién délo que ensefia el § precedente:

1) El numero dado pértase desde su derecha hacia la izquier-
da en clases de dos en dos cifras, con lo cual la suprema claso
puede tener también una sola cifra. El ndmero de las clases sera
igual al nimero de lascifras que contiene la raiz buscada.

2) Por mediode la tabla anterior busquese el mayor cuadra-
do, que esta contenido en la suprema clase, y la raiz del mismo
escribase como la primera cifra de la raiz buscada.

3) Réstese el cuadrado dé la primera cifra asi determinada;
pongase al resto la clase siguiente y separando la Gltima cifra de
este nimero, dividase la otra parte por el doble de la raiz ya
encontrada; pongase el cociente como segunda cifra de la raiz y
ademas & contiuuacion del divisor.

4) Multipligtese el divisor asi completado por la segunda ci-
fra de la raiz ya encontrada, y réstese el producto. Al resto pén-
gaso la clase siguiente, y separando la Gltima cifra de este nume-
ro, dividase la otra parte por el doble de laraiz ya obtenida; y
pongase el cociente como tercera cifra de la raizy ademas a con-
tinuaciéon del divisor.

5) Multipligiiese el divisor recien completado por la tercera
cifra de la raiz ya hallada, y réstese el producto.

6) El mismo procedimiento se continuara hasta obtener un
resto igual & cero.

. La demostraron se saca inmediatamente del § precedente.
Asi sera
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Ejemplo 1 ~11167)58189 = 3417
9

267 C G,
256 /

1158 . 68,
681

47789 682,
47780

0

Ejemplo n. V'5]92|97]12]01 = 24351
4

192 D44
176

1697 1 483
1449

24812 . 48GS
24325

48701 . 4870,
48701

0

Ejemplo HL  V29]86]75]36]61]44= 546512
25

486 cio4
416
7075 : 108«
6516
55936 : 10925
. 54625
131161 : 10930,
109301
2186044 : 109302s
2186044
0
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1. Cabo. Cuando laraiz cuadrada es irracional, nunca se I
llard un resto cero; jtero, en este caso, después do haber calcu-
lado al ordinario y tomado abajo todas las clases del namero
dado, se pondra coma detras de la Gltima cifra do la raiz ya en-
contrada y & continuacién del Gltimo resto se tomaréan dos ceros,
observando el mismo procedimiento como antes, al nuevo resto
se afiadiran otros dos cpros &a.

E jemplo V. -yl7189= 28,089....
4

389
384
500 : 560
50000 : 560,
44864
513G00 ; 5GIG,
505521
8079 &a.
Ejemplo V. VvV 3'=1,73205....
1
200 D2,
189
1100 0 343
1029
7100 : 346.
6924

17G00 ; 3464u
1760000 : 34640s
1732025

27975 &a.

/N.102E2_ v/STUU N~
Dem. =v- 102m-r = ioh
Por consiguiente, el nimero N puede multiplicarse sucesi-
vamente (m veces) por, 100, lo que se obtiene afiadiendo sucesi-
vamente dos ceros a lés restos consecutivos, y en seguida el resul-
tado debe dividirse otras tantas veces por 10, lo que da m lugares
decimales, es decir, cada vez uno. para dos ceros.
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1. Caso. Cuando el nimero dado es un quebrado decimal, se
le parte en clases de dos en dos cifras desde el coma decimal ha-
cia la izquierda y hacia la derecha; se afiadira un cero en la infi-
ma clase, sien la misma no hubiese sino una cifra. En seguida se
estraera la raiz al ordinario, como en el primeroy segundo caso.

Ejemplo VI. \72; 83,76]20= 1G,845....

1
183 . 20
156
2776 . 32,
2624
15220 : 336,
13456
176400 ; 3368
168425
7975
Ejemplo VII.  \/O,i(1]00]00]84]23= 0,000917
81
323 . 18,
181
14200 : 182,
12789
1411 &a.

Dem. Un quebrado decimal quo tiene un ndmero 'par 2u
de lugares decimales, 6 lo que es lo mismo, n clases de decirna-

. . . N .
les de dos en dos cifras, tiene la forma jygir, luego sera

/R YT
VIp“— 10¢

es decir, se estrae la raiz como si el quebrado fuese un nimero
entero, y después se separardn n decimales, para cada clase una.'

Corolario. Se estrae la raiz cuadrada a4 un quebrado comun,

haciendo el denominador racional y después estrayendo la raiz al
numerador.
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Vo =*~=§ 3,8/30-1,2910

y|\I:Jh:/\/A= i-M142=0,35355

Sinembargo, se tendrd el mismo resultado, convirtiendo el
quebrado comuan en quebrado decimal, y estrayendo la raiz & este.

§. 73.

Estraccion de la raiz cuadradalde un polinomio.

Para estraer la raiz cuadrada & un polinomio, se observan
las mismas reglas espuestas en el paragrafo precedente.

1) El polinomio ha de ordenarse segun las potencias decre-
cientes 6 crecientes de lamisma letra, y ademas,'si hubiese dife-
rentes letras, segun el orden alfabético de las mismas.

2) Se formala raiz cuadrada del primer término, la cual se
escribird como primer termino de la raiz buscada.

3) Réstese el cuadrado de este término encontrado, el que
no es sino él primer término del polinomio dado.

4) Dividase el resto por el doble dela raiz yaobtenida. Es-
cribase el cociente como el término siguiente & continuacién de
la raiz ya encontrada y ademas como nuevo término & continua-
cion del divisor.

5) El divisor asi completado multipligtese por el altimo
término de la raiz recien hallada y réstese el producto.

6) Respecto al resto obsérvese el mismo] procedimiento y asi
cada vez, hasta que se llegue & un resto cero, o 4 un nimero bas-
tante grande de términos de la raiz, en el caso do ser esta irra-
cional.

Ejemplo |I.

- t
\ /X +t>X3—x*—3Ux+-25 = X2-j-3x—5
X4

+ 6x3—x2 : 2xa
j+6x3+9x2= (2x2+3x).3x

— 10x2-30x-f25 : 2x2-f-6x
—I10Ox2—30x-f-25=(2x2+ 6 Xx—5) .—5
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Como primer resto se tomardn abajo dos términos del poli*
némio dado, y después cada vez un término mas.
E jemplo Il.

“_Gaxl-[-9aZls4 8 a X 24 a‘ x2-41G46==x5—3ax2+ la3

—Gas,-J-9a2x'l : (2xs—3ax2) .—3ax2
—6ax7-f-9a2x 4

-f8a3xs—2la4x2+16a6:(2x8—Gax2+ 4a3),las
-f-8a3x8—24a4x2-j-1Ga6

- + -

0
Ejemplo ni.

VAR=I+"~ +pg-

1
S(2+F)-1
+ *+*
S,
4 (24 s-] )-r
X2
4 8 1 64
+ + -
vil y! y¢ \3 3
+ ¥ ~ 61 2+ x_ V +ig)iu
&a. &a.

La raiz cuadrada de 1-f-x es irracional, luego no se represen-
tard sino por una serie infinita, que debe ser convergente (8 2G),
y &aeste linios restos deben decrecer hasta el limite cero. Esto
sucederd cuando x<jl; puesen los restos consecutivos tenemos
las potencias crecientes do tr, y sdbese que Xal=0 para x<”I
[8§27,9»].

Cuando se buscan los dos términos siguientes de la misma
serie, se tiene mas completamente

X x2 ,txl 5x4, 7x5
MEx =1+ 2 g e 1 e A

de donde para —x en lugar de x, be deduce
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—_y— 3 X2 X3 5x4 7X5
VI=I1=1-1="5 15 18 2% (B)
Aplicanse muchas veces las ecuaciones (A) y (B) para estraer

iraices irracionales.

Ejemplo. Para hallar yi02, tenemos
vm =v/ils+2 =

1 4 8 5.16
1+ foo= 1- 2.100 8.100» 16.100»  128.100«

==1+0,01—0,00005+0,0000005—0,000000006+..
= 1,009950494
Luego yT(i2= 10,09950494
Para hallar \/98, tenemos

V9S =yioo=2=ioVi-I"

1 8 5.16
V 100 © 7 2,100 8.10U2 16.1003~128.100« ~

1—0,01—0,00005—0,0000005—0,00000000 6—..

0,989949494
Luego y'SB = 9,89949494

§. 74.

Oubo de los numeros enteros.

1. Tenemos
(a-j-b)3= a3
-j-3a2b+3ab2+b 3
(a+b+c)3=a3
+ 3aZb+3ab2+b3

+ 3(a+bfc-f3 (a+b)c2+c3
y en general sera

Biblioteca Nacional del Ecuador "Eugenio Espejo”



—185—

(a+b+ c+ ..-fp+q) 3= a3
-- 3a2b+3 nb2+b3
—3(a+b)2c+3(a+b)c2+c3
--3 (a+b+c)2d+3(a+b+c)d2+d’

-I-3(a-j-b+.. +p)2q+3(a-{-b+..+p)q

Demuéstrase la generalidad de esta formula como la de la
formula semejante del cuadrado en el § 71.
2 Para un numero entero, por ejemplo 4213, serd
42133= (4000+200+10+3) 3
— 4002.. ....04000000000
+3.40002.200 (ecss.68880)

+3.4000 .2002...... 480000000

+ 200L..
+3.42002. 10 ... ... 529200000
+3.4200 . 102... 1200000
+ 103... 1000
+3.42102. 3 ... . 159510900
+3.4210 . 32... 113670
+ 33... 27
74778091597

6 cuando los ceros se omiten
42133

3.42123 159 510!
3.421 3= 1131
33.. 1

7i[778]091]597

Obsérvanse las reglas siguientes:

1) El cubo desde la derecha hacia la izquierda se parte en
clases do tres en tres cifras, pudiendo la suprema clase contener
también una ¢ dos cifras.

2> La suprema clase contiene el cubo de la primera cifra.

3) La segunda clase contiene a) el triplo del cuadrado de la
primera cifra por la segunda, b) el triplo di: la primera cifra
por el cuadrado de lasegunda, c) el cubo de la segunda cifra.

4 i La tercera clase contieno de semejante modo a) el triplo
del cuadrado de las dos primeras cifras (considerandolas como
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un namero) por la tercera cifra, b) el triplo de las dos primeras
por el cuadrado de la tercera, c) el cubo de la terceracifra &
Por estas reglas tendremos

53123
53, 125
3. 523 . 225
3.5 .32.. 135
33. 27
3.532.1 . 842 7
3.53 .12. 159
13, 1
3.5313.2 oo 169 176 6
3.531 22, 6372 1
23 8l
14918901531 328|
§ 75.

Estraccion dela raiz cubica de nGmeros determi-
nados.

I. Caso. E1 nimero dudo es entero y cuboperfecto. Cuando el na-
mero dado es <1000, la raiz cibica se busca en la tabla siguiente:

Cubos |18 127 |64 |15 |216 |343 512 | 70
Numeros 11213 14 |5 ]16 |7 8 19

Cuando el namero es )>1000, se observaran las reglas si-
gientes:

1) EIl namero partase desdo su derecha liécia la izquierda en
clases de tres en tres cifras, conlo cual la suprema clase podra
contener también mia sola 6 dos cifras. EI nimero de las clases
serd igual al numero de las cifras de laraiz buscada.

2) Por medio de latabla precedente, se buscard el maximo
cubo contenido en la suprema clase, y la raiz clbica del mismo
se escribird como primera cifra de la raiz buscada.

3) Bastese dicho méaximo cubo y al resto péngase la cifra
siguiente, y el nimero asi formado dividase por el triplo del cua-
drado de la raiz ya encontrada, y escribase el cociente como se-
gunda cifra de la raiz.

4) Formense los tres productos:

a) el triplo del cuadrado de la primera cifra por la segunda,
b) el triplo de la primera cifra por el cuadrado de la segunda,
c) el cubo de la segunda cifra.
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Réstense estos tres productos sucesivamente, tomando abajo
al resto cada vez una cifra mas.

5) El dltimoresto, aumentado del mismo modo de una cifra,
dividase por el triplo dOl cuadrado de la raizya encontrada, Y es-
cribaso el cociente como tercera cifra de la raiz.

6) Formense los tres productos:

a) el triplo del cuadrado de las dos primeras cifras por la
tercera,

b) el triplo de las dos primeras cifras por el cuadrado de la
tercera,

c) el cubo de la tercera cifia.
Réstense estos tres productos como antes.
7) Obsérvese cada vez el mismo procedimiento como antes

dividiendo por el triplo del cuadrado de laraiz ya hallada &a.

S
Ejemplo |. &/ 75]77S JONX[5U7=4S13
64

107 : 3 4*=48
9G =3 4a.2
117
48 =3.4 2 (2 [el
698
8 — 3
_ " i
6900 0 3.423=5292
5292 =3 42a.1
16089
12« =3 42 la f 3el
159631
1

1596305 : 3 421a=531723
1595169 = 3.121a.3

11369 |
11367 =3.421 3a 4el.
27
27= 3*
0
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Ejemplo Il. \/12] Ull] 717]73«=2346
8

49 13.22=12
36 =3.22 3
131 2 el
54 =3.2 .32
771
27 = 3"
7447 1 3.232=1587
6348 =3.232.4
10991 3 el
1104 =3.23.42
98877 J
64 = 42

988137 :3.2342=164268
985608 =3.2342.G

25293
25272 =2 .234.6a 4 el
216
216= 63
0

I1. Caso. EI ndmero dado no es un cubo perfecto. Se estrae la
raiz por el mismo método, afiadiendo ceros & los restos consecu-
tivos, cuando las cifras faltan, y poniendo coma en el lugar res-
pectivo de la raiz.

Biblioteca Nacional del Ecuador "Eugenio Espejo"



E jemplo m .

40 :3.12=3
21 =3.12.7
190
147 =3.1.72 2el
430
343 = 73
870 :3.172=867 3el

870000 : 3.1702=86700
780300 =3.1702.9

897000
41310 =3.170.92 4 el
8556900

729= 93
85561710 : 3.17092=8762043
78858387 =3.1709=9
67033230

415287 =3.1709.92 5 el
666179430

729 = 93

6661787010 :3.170993=877127403
cociente =7 &a

Dem. Tenemos

103m V N.103 VN.1UUU®
103n 10 — 10m

Luego se estrae laraiz, afiadiendo ceros al nUmero, y para
tres ceros que so afiaden, tendremos siempre un lugar decimal.

I11. Caso. EI nimero dado es un quebrado decimal. So observa
el mismo modo de calcular, con la sola diferencia de que el nd-
mero dado ha de partirse en clases desde la coma decimal ha-
cia laizquierday hacia la derecha, afiadiendo ceros en la ultima
clase cuando no tiene bastantes cifras.

Biblioteca Nacional del Ecuador "Eugenio Espejo"



—190—
Ejemplo IV. VSpSU ilI30"=4,411....
64

218 © 3.4a=481
192 =3.4a.4
262 2 el
192 =3,4.4a
706
64 = 4a

6421 : 3.44a=5808
5808 =3.44a.l

6133
132 =3.44.1a el
60010

1= la

600090 : 3.4412=583443
583443

166470 &a.
Dem. Un quebrado decimal que tiene m clases de 3 en 3 ci-

. N .
Iras decimales, se representa por jjjjm, luego serd

3 3
I_N -vIN
"\JIO3m  10m

es decir, se estrae la raiz como si el nUmero fuese entero, y des-
pués se separan tantos lugares decimales, cuantas hay clases de
cifras decimales.

Nota. Se estrae la raiz cubica 4 un quebrado comun, ha-
ciendo primeramente el denominador racional y después estra-
yendo la raiz al numerador:

-j?- -jas- vV o»
§. 76.

Estraccion de la raiz cubicade un polinomio.

Las reglas para estraer laraiz cibica de un polinomio, son
las mismas que hemos espuesto en el pardgrafo precedente, y
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se comprendera el célculo por los ejemplos siguientes.
E jemplo I.

Vy°—6y$-|-2ly*—44y 3+68" '-54-y+1V = y3—2y+3
y6

—6y5+21y4—44y3 @ 3y4
—6ys+12y4-8y 3

+ - +
+9y4-36yat63y2-54y-f27:3(y2-2y )a=3y4- 12yS+
-j-9y4— 36y 3~4~36ya 12y2

27y2—54y+27
- + - + -
Ejemplo II.
3
. 5x3 10x4
Vitx  1+a — <+ si — wmti (A)
i
+ X :3.1a
+H 4 x2+ i x3
-i s2- "' N(H -g)3—3+2x-f-
- i x2- 27
i x<+ 1 L Xo
27 T8l 729
+ + - +
K 3Kk **+ A ¢ sa+s-0)3
&a. &a.
De esta serio so deduce

3
. _ X3 X 10xj _
I=X=1== 9 M 3 (B)
y j)ara la convergencia se supone x<jl.
Aplieanse estas series para la estraccion de la tercera raiz, cu
el caso de ser esta irracional.
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ARTICULO V.

Cantidades imaginarias y complejas.

§= 77.
Signos de las raices

Cuando se estrae una raiz 4 un numero, el resultado puede
tener signos varios, segin c[ue el nUmero sea positivo 6 negati-
vo y el indice de raiz un numero par 6 impar.

10 Una raiz con indice impar es positiva, cuando la cantidad sub-
radical es positiva:

3 _ 9 i

yla3=+ a; \ia = -j-a9
Porque, conforme & la definicion delas raices, el resultado
elevado a la potencia que indica el indice, ha de reproducir la
cantidad subradical. Pero, solo tomando el signo -j- como signo
del resultado, tendremos la cantidad subradical; pues (-j-a) 3=-j-a3,

(-t-a9 )9=-(-a, pero (—a)3=.—a3, (—agr)° = —a (8§ 0.
2° Una raiz con indice impar es negativa, cuando la cantidad
subradical es negativa.
3_ o__ i
V'—a3= —a; \/—a= —al
Se demuestra por las mismas razones.

3° Una raiz con indice par puede ser positiva 6 negativa, cuan-
do la cantidad subradical esposiliva.
— , 2" i
eyla2= + a ; -via= + a2n
Pues, como (+a)2=a2, asi también es (—a)2= a2, y como
(-j-a2n)2n= + a, asi serdtambién (—a23)2 =-)-a.

Estrayendo unaraiz con indice par & un nUmero positivo,
se deben poner ambos signos al resultado, siempre que nose sabe
el origen del signo de la cantidad subradical. Sera por ejemplo:

i S
V1G=x4, VvIG= _2; V25G=%2
Pero siempre cuando se sabe el origen del signo de ’a conli. I"'d

subradical, no sepondra sino un signo, a saber, el que esraizdel .,j-
no subradical. Asi sera
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v'l—3)2= —3; V/+2.+8— VAj-I"AG = + 4
4° Una raiz con indicepar no ser4 ni un namero positivo, ni
un ndmero negativo de la especie de nimeros que conocemos, cuan-
do la cantidad subradical es negativa.

Asi V —9no sera -j-3, pues (9-3)2= -)-9, tampoco sera — 3,
pues (—3)2es igualmente =+ 9. Luego por+3 0 —3 no sere-
produce la cantidad subradical «—9.

Tampoco y'—1C ni es -)-2, ni —2, pues tenemos (+ 2)*
= 4146, y asi también (—2)4= {4G.

Por consiguiente una raiz con indice par do un ndmero ne-
gativo, no tiene un valor correspondiente en la serie algebraica
délos numeros [§ 13, 9?]; pues no hay en la misma tal nimero,
qu - elevado al cuadrado 6 & otra potencia con espoliente par,
produzca un resultado negativo. Luego tal raiz constituyo una
cantidad de una clase especial y distinta de todos los nimeros que
hemos encontrado hasta ahora en todo el discurso de la aritmética.

La espresion mas simple de esta especie de cantidad es la raiz

cuadrada de la unidad negativa, & saber y'—1.

E splicacioxes. Llamase unidad imaginaria la raiz cuadrada do
la unidad negativa, y ndmero imaginario el producto do
los otros numeros por la unidad imaginaria.

Serén
3v—1 w -1 —v -1 »v
nimeros imaginarios. La unidad imaginaria frecuentemente se
designa por la letra i, de modo que los nameros
3i, i, —7i, a’i
son idénticos con los de arriba.

Por oposicion las unidades -f 1y —1 se llaman unidades
reales y sus mualtiplos ... .... reales. Asi 5, —17, a, —a3b son
numeros reales, y 5i, —17i, ai, —a3bi son nameros imaginarios.

Hay tantos nimeros imaginarios, cuantos reales; pues para
toda cantidad real «, puede asignarse una cantidad imaginaria

correspondiente, que ser4d ay —1 6 bien ai.
Ls preciso (pie averiglemos la jiignilicw'iun de los numeros
imaginarios.
§= 78.

Aplicacion de los signos algebraicos a la geometria.

1° Sea PX [fig. 2] una linca recta, por un lado ilimitada des-
de el origen P, que se supone oomo un punto fijo, y ademas sen
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M un punto movible, cuya distancia MP desdo el origen lia do
determinarse. Tomando en dielia linea, desde el origen, parte»
iguale» & la unidad absoluta, la misma linea PX representara
la serie de los nameros absolutos, espresandose cualquiera dis-
tancia desde el origen por numeros absolutos. Hallanso tam-
bién en la misma linea todos los quebrado» y nimero» irra-
cionales posibles. Por esto, también laposicién del punto moviblo
M respecto al origen P no se espresa sino por nimeros absolutos.
Si PiVI=p, ol nimero absolutop dard la policién de M.

20 En la misma linea PX [fig. 3] fijemos otro pnnto A, por
cuyo intermedio la posicion del punto movible M se determinar»,
midiendo la distancia PA=p y después la distancia AJl=n, du
modo que sea PJI=p-]-a. Corriendo el punto M al otro lado de
A, que tenga la posicion M', suponiendo asimismo AM'=a, 1»
posicién del punto moviblo se espresard por PM'—p—a. Luego
las ecuaciones

PM=p+ a

PM=p—a }(<)
determinaran la posicion del punto movible M respecto al origen
P y al punto fijo intermedio A, estando el punto moviblo la pri-
mera vez & la derecha y la segunda vez & la izquierda do A. Pero
para hacerse una idea exacta de la posicion del punto moviblo,
bastard un solo punto fijo, luego bastar4 solo el punto A, y
puede prescindirse del origen primitivo P y por consiguiente del
ndmero absoluto p, quo representa la distancia PA. Por medio
de esta abstraccion, no retenemos délas ecuaciones (a) sino las
cantidades -)-a y =—a, y sébese que -j-a espresa la posicion del
punto M & la derecha del nuevo origen A en ladistancia a, y que
—a espresa su posicion & la izquierda del mismo origen en la mis-
ma distancia absoluta a

Ahora poniendo x = + a, la cantidad x representara cual-
quiera posiciéon de Menla linea X X", ilimitada por sus dos la-
dos, tomando a todos los valores absolutos desde cero hasta in-
finito, y serd x positiva, cuandoM se halla & derecha, y sera x
negativa, cuando Il est4 & izquierda del origen A.

La cantidad x es un nimero verdaderamente algébrico, y so
llama laabscisa del punto movible M. La linea X X' se dice eje
de lasabscisas.

Espresando los signos -j- y —, por su origen, un aumento 6
una disminucién, ahora ya podran espresar posiciones geométrica»
opuestas y seran signos de posicion.

Tomando en la linea X X" [fig. 4], desde el origen A, por uno
y otro lado, partes que sean iguales & la unidad, la parte AX de
la linea tendra todos los nimeros positivos, y la parte AX'todo;
los negativos. Los numeros algébricos, asi-situados sobre XX,
pueden considerarse ya como distancias desde A, tomandolas en
rara U otra posicién opuesta, ya como puntos que tienen luga-
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res distintos sobre X X'y que terminan aquellas distancias. LIa-
mase XX' lineade los nimeros algébricos 6 realas.

§. 79.

Los nimeros imaginarios.

1* En la linea XX' de los numeros reales [fig. 5] tomese
AB=AC = X en los dos brazos opuestos AX y AX' de lalineay
desde el origen A; describase un circulo sobre el didmetro BC y
tirese por el origen A la perpendicular YA' Sébese por la geo-
metria, que la parte interceptada AD de la perpendicular es
lamediaproporcional entre los segmentos AG y AB del diametro,
cualesquiera que sean estos. Pero no solamente atendido el valor
absoluto, sino también respecto & laposicion, AD sera la media pro-
porcional entre ACy AB. Pues, tirando desde el origen varias
rectas AM, AN, AP, unas tendrdn mas inclinaciéon héacia AC,
otras héacia'AB, y por consiguiente unas tendrdn mas oposicion &
AB, otras & AC. Solo la perpendicular AY no tiene ni inclinacion
ni oposicién respecto & AC y AB. Por el contrario, cuando va
adelantandose en la circunferencia del circulo desde C basta D,
y después desde D hasta B, el movimiento angular serd el mis-
moy en el mismo sentido. Luego: laposiciéon de AC es & laposi-
ciénde AD, como laposicion de ADesa laposicion de AB. Por con-
siguiente sera .verdadera la proporcion:

AC:AD=AD:AB
y no solamente respecto al valor absoluto do ostas cantidades,

sino también respecto & la posicién. Cuando las reglas del algebra
se aplican & esta nueva especie do proporcién, so tondra

AD = y'ATCTAB
Pero AC= +1, AB= —1, luego ACAB=+1.—1=—1
y por consiguiente

AD= y'—1 (a)

La longitud de AD es, como la do ACy AB, igual & la uni-
dad, de donde:

La unidad imaginaria y'—1 designa una unidad que se toma
desde el origen, en la direccion quees perpendicular & la serieprimi-
tiva 6 algébrica.

2? Tomando en la linea perpendicular YY' [fig. G| desdo el
origen N, dunoy otro lado, distancias iguales & 1,2, 3,1....
tendremos la serie de los nimeros imaginarios

i. emm—di, —2i, — o, -[-i, 2i, 3i....- ti

Como los brazos AY y AY' do YY' son opuestos uno & otro,

por las razones del § precedente, uno do ellos contendra los mt-
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moros imaginarios positivos, y el otro los ndmeros imaginarios
negativos.
So infiero que los nameros

-I-n, —n, -(~nV—57 —ny/—1

tienen distancias iguales desdo el origen A 6 el punto coro, dis-
tancias que so espresan por el nimero absoluto n, y quo unos
do otros no se diferencian sino por la posicién quo so indica por
el signo. Luego como los signos -)- y — son signos do posicién,

asi también y'—1 serd un signo deposicion.

3? Desde elorigen A, enla linea X X" [fig. 7J, sen AB = —X
y AC=4-n2, yse sacard
AC:AD = AD:AB

AD= \/AC7AB = ¢m—1 6 bien

AD= vcriT (/3)
Pero el valor absoluto de AD es M, luego como ndmero ima-
ginario sera _
AD= ny'—1 (y)
y tenemos por medio de estas dos ultimas ecuaciones

y/l—n2=nv'—1 [ ] (1)
es decir:

Una raiz cuadrada de un nimero negativo es una cantidad
imaginaria. Ademas so deduce:

Toda raiz cuadrada de un numero negativo puede representar-
se enforma de un producto, que tiene por factores la unidad ima-
ginaria y la raiz cuadrada de lacantidad subradical, consideran-
dola como absoluta.

Lldmase esta forma, forma reducida. De donde sera:

V-4=2v/-i; V-l1Uu=4V -i; =]l v -i

Para no equivocarse conviene siempre escribir todas las mi-
ces cuadradas de numeros negativos en la formareducida, antes
de efectuar con ellas operaciones algébricas, cualesquiera que
sean.

La linea YY" se llama la linea de los nimeros imaginarios. Los
ndimeros reales 6 imaginarios en coman toman el nombre de nud-
meros laterales, pues los unos se encuentran al lado de los otros.

Asi +a\/-—1 serd el namero lateral correspondiente de + a, y

+6 el namero lateral que corresponde & +by/—1.
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5. 80.

Operaciones algébricas con los nimeros imaginarios.

En la cantidad imaginaria ny/—1 debe considerarse y/—1
como unsigno deposicion [§ 79 N°2r]; siuembargo, respecto al
célenlo, este signo se tieno completamente como una cantidad,
lo que se demuestra facilmente.

1. Adicién y sustraccion. 8 unidades imaginarias, mas 5 uni-
dades imaginarias son 8—5 unidades imaginarias:

8y/—r+5y /=T = (8+5)y —T
Asi mismo 8 unidades imaginarias menos 5 unidades imagi-
narias son 8—5 unidades imaginarias:

8+—1—5+—1= (8—5) V—1

En general
ay/— 1+ by/—1= (a+b) y/—1
ay/—1—by/—1= (a—b) y/— 1 ©

Regla: En laadicion 6 sustraccion de las cantidades imaginarias
(reducidas) se suman 0 restan susfactores reales, escribiendo después
la unidadimaginaria una solavez.

1. Multiplicacion.

a) Porla unidad imaginaria. Multiplicar el nimero +a por

y/— 1, es formar de aun nimero de la misma manera que y/—1

estqd formada de la unidad entera y absoluta. Pero y/— 1 se for-
ma de la unidad enteray absoluta, haciéndola positivay después
tomando el niamero lateral correspondiente en el brazo positivo
AY de lalinea YY' que est4d perpendicular sobro la linea real
XX' en elpunto A [fig. 8], Luego tomaremos de la misma ma-
nera la cantidad a, harémosla positiva, es decir, tomarémosla en
la direccion primitiva desde el punto Ay después buscaremos el
namero lateral correspondiente en el mismo brazo AY, que nosYlara

+ ay/—1; luego sera
+aX V—1= +ay/—1

De donde se saca que multiplicar por y/—1 es efectuar un
movimiento angular por un angulo recto en la direccion desde AX
hasta AY, direccién que es opuesta al movimiento do la manecilla de
un reloj. Este movimiento angular desde AX haciaAY, AX', AY'
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bc dice positivo. o
Cuando tenemos gtfe formar el producto do -\-a por —y/— 1.

so debe observar, que —y/—1 ost4 formada do la unidad entera
y absoluta, tomandola primeramente como unidad positiva on ol
brazo AX de los nimeros refiios y después buscando el nimero
lateral correspondiente en ol brazo AY' do los nimeros imagina-

rios que es—y/—1 y se obtiene por un movimiento angular ne-
gativo, partiendo desdo AX en la direccién AY'. Por consiguiente
tomando en AX el nimero -)-a, se buscard en la mismadireccion
negativa el nimero lateral correspondiente sobro AY' y so en-

cuentra —ay/—1; luego sera
+» X —V—F= —«V*“

~ So saca, que multiplicar por—y"— 1 08 efectuar un movi-
miento angular negativo por un angulo recto.
Del mismo modo sera

—aX +V—1= —W —1

—aX —v/—1"=+ ay/—1 _
pues tomando —aen AX', por un movimiento positivo quo indica

el primer multiplicador -{-y/—1, se tendra el nimero lateral cor-
respondiente sobre AY', y por un movimiento negativo, que indica

el segundo multiplicador —y/—1, se sacard el nimero lateral cor-
respondiente sobre AY.

En todos estos cuatro casos, el resultado de la multiplicacion
completamente es el que se sigue segun las reglas del Algebra ya
conocidas.

Finalmente tendremos

+wW —rx +V'—T= —a

+ay/~X-V'sr= +n
-ay/=TX +y/=r= X a
-ay/=rX -y/=r=-a
Pues partiendo desde el nimero imaginario -f-nyt1I, que
estq sobre AY, por un movimiento angular positivo se obtiene co-

mo ndmero lateral correspondiste la cantidad —a, y por un mo-
vimiento angular negativo la cantidad -j-a. Dos dos viltimos ca-
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sos se siguen de semejante modo.

Los mismos resultados se hallaran, aplionndo las reglas del
Algebra, aunquo porsi mismo no sea permitido el aplicarlas-Por
estas serd por ejemplo

—aVATX —\v—TF = + »(V—F;2= +am-1= —a

/3) Por un namero imaginario cualquiera. Multiplicar el nime-
ro -f-a por+ b\/—1 es formar de-f-a un nuevo niimoro de la
misma manera que +b \/—1 estad formado Je la unidad entera y
absoluta. Pero paraformar + b \/—1, primeramente en AX sopo-
ne la unidad desde el punto A, bvecescomo sumando y después so
busca el nimero lateral correspondiente por un movimiento an-
gular positivo 6 negativo, es decir, primeramente se multiplica por
by después por i:\/—1. Luego seré:

+taX £ bV=T=+aXbX v

= -JabX { v—1= +ab\/—1
Del mismo modo se saca:

—aX*tw —= —aX X= = -T-
J-av'—i X —1= jab —1X &azv/—1=+ "
—aV—-X ¢, ™»r1= —abv—1X ¢ v—1= + ab

Los mismos resultados se sacan por aplicacién do las reglas
del Algebra.

Goose\g dpad.oodcedsartichossinagraerssesunrine
roresl.

La division es la inversion de la multiplicacion y la formacion
de las potencias con esponentes enteros, es la multiplicacién re-
petida; por consiguiente:

La adicién, sustraccion, multiplicacion, division yformacion de
las potencias con esponentes enteros, respecto & los nimeros imagina-
rios siguen las reglas conmines del Algebra.

| Division. Los tres casos de la divisién se encuentran cu
las ecuaciones

tV—1_ »./—r. «V—T _ a. a _ a.y-—r
b ~bvVv " by'=1 b ' by/—I bV

las que son verdaderas, pues en cada una el cociento multiplica-
do por el divisor reproduce el dividendo. De donde se saca:
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1° Un ndmero imaginario queda dividido por Yinnamero reid,
dividiendo « factor real del primeropor el segundo y multiplicando
el resultado por la unidad imaginaria.

2* Un numero imaginario queda dividido por otro imagina-
rio, dividiendo el factor real del primero por el del segundo. El
resultado es real.

3? Un namero real queda dividido por un ndmero imagina-
rio, formando el cociente del primero por el factor real del se-
gundoy multiplicando el resultado por la unidad imaginaria no-
gativn.

En el ultimo caso, para no equivocarse, la division se efectua-
ré haciendo el denominador racional:

a ayN— aVv— ay/ ™M ha/— —
+by/—1= +b(V-l)a= +b.—1= —b = —BbV~ 1
a ay/— 1 ay/—1 ay/- 1 , oo = —
—by/"l — —btV—)2 ~ —b.—1— +b ~ + bV—1
V. Potencias con exponentes enteros. Para formar la segun
potencia de
i=v —1 («)

debe multiplicarse y/ — 1 por y/— 1, os decir desde el punto

-j-y/— 1 en AY [iig. 9] debe buscarse la cantidad lateral por un

movimiento angular positivo, adelantandose por un cuadrante. La
cantidad buscada serd—1; luego

i2=(v=r)2= -i (1»)

Para  formar la tercera potencia i3, so multiplicard i2 por i,

6 bien —1 por y/— 1. El mismo movimiento angular positivo

desde —1, que estd sobro AX', nos da —y —"F que esta sobro
AY'; luego

i3 (V-i)3 - v)

La cuarta potenciai‘= |3 i se sngue partlendo desde el pun-

to —y/—1, cineestd sobre AY', en la direccién positiva hasta AX;
luego

iw -/-1)'= +1 (d)

So ve que la 5%, 6% 7 8*.. potencna seran iguales a la 1%,
2% 31y 4* repitiéndose la misma serie de los resultados cuando so
contindia este procedimiento. En general tendremos )
. i
s + 1 i2°%i= + y /T i<n2= —1; y/I—T

designando n un ndmero entero cualquiera. Paes i2“ designa
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gpi.i*, yeste nimero se busca, partiendo desde +1 sobre AX
y adelantandose por movimiento angular positivo por 4n cuadran-
tes 6 bien por n circunferencias, lo que da constantemente el mis-
mo ndimero %, de donde se parte. Ademas i4t+iles igual 4 i4.i

Lj-li=; y/l—1 &a _
Se infiere: Las potencias de y/—1 seran reales, cuandod es-
ponenle es un ndmeropar, pero las mismas seran imaginarias, cuan-
do el espoliente es un nimero impar.

Un numero imaginario ay/—1 seeleva & una potencia, ele-
vando 4 esta sus dos factores:

(a\/—1)3= a3(y/— 1)3= — a3y/™-I
Nota. Cuando debe efectuarse cualquier operaciéon con nime-
ros imaginarios, nunca se deben reducir & un signo los diferentes
signos que estan bajo de los signos radicales; conviene formar
las potencias de las unidades imaginarias.
Asi falso seria el calculo:

ay/— 1. by/—1.cy/— 1 —abey/—1.—1.—1 = abey/— 1
pues tenemos

y/l—1.—1 1 = V(—Ip.-T = —1y/=F= —y/—F
por consiguiente el resultado debe ser —abey/—1. Este error no
es posible, cuando se calcula con las potencias:

ay/ — 1.by/—1.cy/— 1= abe.(y/— 1)

§ 81.
Ndmeros oomplejos.

1o Un ndmero compuesto de un sumando
rio, se llama nimero complejo.
Asi serdn numeros oomplejos:

2+3y/—1, —5-j-3y/—1, x+yy/—1
En la linea X X", [fig. 10] desde el origen A, tdmese la distancia
A P=x ytirese la perpendicular IN\M=y, El nimero complejo

X+yV—T"
sera representado por la posicign del punto M sobre el plano XX,
YY', 6bien por la magnitud y posicion de la resta AJl.
La posicién de M serd & la derecha 6 izquierdado YY', se-
gun quesea x positiva 6 negativa, y el mismo punto estard por
encima 6 por debajo de XX', segln que ., sea positiva 6 negativa.
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Para construir el nimero complejo —24-3v'—I. se tomnra
AQ= —2en la linea AX',y AS= -)-3 enlalinea AY,y tirando
SN paralela & XX', QX paralela 4YY", lalinea recta AN nos re-
presentaré el nimero complejo dado.

De semejante modo, cuando se tomaAQ=—2 y AS'=—3,

la recta AN' representard el namero complejo —2—3V —1. Dos

numeros complejos como —2-f-3\7—Ty —2—3\/—i~que no so
distinguen sino por el signo de la parte imaginaria, se dicen nu-
meros conjugadas.

2? En el nimero complejo.

x+ j

las cantidades reales x é y ‘pueden tomar todos los valores po-
sibles entre —oo y -j-a0 ; luego el punto M puedo tener toda
posiciéon posible en el plano, que estd determinado por las lineas
XX"é YY"

El mismo numero complejo es la espresion general de todos
los nimeros posibles que conocemos. Pues cuando es y=0, ten-
dremos solamente x, es decir la espresion general do un ndmero

real; y cuando es x=0, tendremos solamente y\/—1, lo que es
la espresion general de un ndmero imaginario. Ademas, si x=0
é */=0, el ndmero complejo se convierte en cero.

30En el namero complejo u

X+yV —r "hi-
la cantidad x se llama /a partereal y la cantidad y\<<— laparte
imaginaria del mismo.

Las cantidades geométricas .re y se llaman las coordenadas
del punto M, siendo x la abscisaé y laordenada de M. Las rectas
perpendiculares XX', YY' toman el nombre de ejes de las coordena-
dasy sera XX' el eje de las abscisas € YY" el eje de las ordenadas.

Como numero real, x serd positivo 6 negativo, segun que P
esté & la derecha 6 & la izquierda del origen A

La ordenada y serd positiva 6 negativa, segun que esté M

por encima 6 por debajo de X X'; pues yy'—F"como parte imagi-
naria, tendré el signo ~j- en el primer caso, y el signo— en el se-
gundo.

El &ngulo XAM, que el nimero complejo forma con AX pue-
de ser mayor 6 menor, segun los valores diferentes dex i vy, y
mayor alu que 1, 2 6 3 rectos. Se mide este angulo siempre des-
de el brazo positivo AX de la linea real XX', y serd positivo cuan-
do se concibe formado por un movimientoiangular positivo de AM,
en la direccion desde AX hasta AY, AX', AY".

Lldmanse también los &ngulos rectos XAY, YAX' X'AY',
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Y'AX, segun el orden indicado, el 1o 2* 3° 40 cuadrante, y so
infiere que

en el cuadrante | I |11 |11 IV

la abscisaaes |-j- |— | — +

laordenadayes |-)- |+ |— -

A®EIl nimero complejo tiene una doble espresion 6 forma, es
decir puede espresarse primeramente por las coordenadas x éy,
y ademas por lamagnitud y posicién de la recta AM, 6 lo que
es lo mismo, por la magnitud de la recta ASly el angulo a que

forma con AX.
Como cantidad algébrica, el valor absoluto do AM se llama

emodulo del namero complejo, y como cantidad geométrica, se
llama radio. Designando el médulo 6 radio por r, el nUmero com-
plejo puede espresarse por el simbolo ra , que se pronuncia: na-

mero complejo r que tiene el &ngulo a.
Luego la doble forma del nimero complejo estar4 contenida
en la ecuacion.
Ja=x+}V —1 [

Cuando x éy son dados, lo serd tambiénr ,ycuandor es

conocido, lo serdn también x é y, y no puedo ser dudosa la po-
sicion de M.

Cualquiera que sea la posicion del punto M, el radio AM
siempre forma un tridngulo rectdngulo con x é y, endonde AM
es lahipotenusa, y x éy son los catetos. Sabese por lageometria
que el cuadrado sobre la hipotenusa siempre es igual & la suma
de loa. cuadrados que se construyen sobre los dos catetos. Lue-
go en fa hg. 10 sera

AM2= AP2+ PM2 ¢&'bicn
r2= x2+ y2
Por consiguiente el modulo del ndamero complejo 6 ol radio
se tiene por la ecuacién

r= viIP +P [

Dos nameros complejos, como AMyAM' en lafig. 10, pue-
den tenerun mismo médulo 6 radio, y sin embargo ser diferentes,
& saber cuando eldngulo XAM =a del uno es diferente del &ngu-
lo XAM'—a" del otro.

El ndmero complejo se llama unidad compleja cuando el
moédulo 6 radio es igual & la unidad. Suponiendo AM'=AM=1,
unay otrade estas lineas representardn unidades complejas. Hay
tantas unidades complejas diferentes, cuantos hay angulos a dis-
tintos que aquellospueden formar con la unidad positiva 6 AX,
es decir, hay infinites.
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g- 82.

Adicion y sustraccién de los nimeros complejos.

I. Adicién. So deduce inmediatamente do la definicién do la
adicion enel § 1y del § 80, quo

(a-f-bV—ir+(a'+ b'V'—1j = (a+a') + (b+b") y/—T (1)
es decir: dos nimeros complejos quedan sumados uno cnn otro, afa-
diendo separadamente loparte real del uno & laparte real del otro y
laparte imaginaria del uno & taparte imaginaria del otro.

El mismo resultado se saca do la significacion do los nimo-

ros compiojos. Sumar un ndmoro complejo a-j-by—1 con otro

a'-j-b'-y/—1, es adelantarse en el plano do los numeros, desdo el
punto M determinado por el primer namero, primeramente de la
cantidad a' en la direccion real y después do la cantidad li en la
direccién imaginaria.

Ejemm.o. SUmense los nimeros complejos [fig. 11]:

AM= 2-j-3y/—T

y AM'=—4 T
Para efectuarlo, desde el punto M que estd determinado por
el primer numero complejo, tdmese primeramente MN= —4 en

la direccion real (es decir paralela @ XX') y después desde N, la
perpendicular NM"=-(-1 en la direccién imaginaria, y se/a

AM" = AP"+P"ll"y/=T= — 2+ W ~T"
la suma buscada.

Se ve que los nimeros dados AMy AM' son lados de un pa-
ralelégramo AMM"M', en donde la suma buscada AM" es la dia-
gonal.

La suma de dos numeros complejos generalmente es tam-
bién un ndmero complejo. Pero dos nimeros conjugados dan
una suma real: - o

(a by/—1)+ (a—by/—1)=2a
I1. Sustraccion. De la definicion de la sustraccion se sigue

(a+by/=TT-(a'+bV=T7= (a-a') + (b—b")y/=T (2)

pues, cuando el resultado (resto) se suma con el sustraendo, se
produce el minuendo. De donde se saca la regla:

Para restar un nimero complejo de otro, se restan separada-
mente laspartes rea’es y partes imaginarias, en el orden en que deben
restarse.
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El mismo resultado se tiene por construccién como se sigue:
E jemplo. BuUsquese el resto do los numeros oomplcjos:

AM = — 3-f-4y—I- que es minuendo
AM '=— 6—2\/—1 que es sustraeudo.

Desde el punto M [fig. 12] que termina el primer ndmero,
poéngase MS = A f'= 6 en la direccion real, pero opuesta & la
de AP', y después SM"==P'M'=2 en la direccién imaginaria y
también opuesta & P'M". La recta AM" representa el resto busca-

do =+3-HV=IT
Como se ve, el resto es un lado de un parnlelégrnmo, en don-
de el minuendo es la diagonal y el sustraendo el otro lado.
Coeolaeio. Cuando dos nimeroscompi j - son iguales, seran
iguales separadamente las partes reales y las partes imaginarias
de los mismos.

Si a-f-by'— 1= a'-f-b'y—1 serd)
a= a y b=1D J w

En efecto, si los nimeros dados son iguales, el resto debe
ser igual & cero; luego serd

(a—a') f-(b—b) y —1= 0
Para que el primer miembro, que tiene la forma de un nu-
mero complejo, sea verdaderamente igual & cero, se necesita que

la parte real y la parte imaginaria & un tiempo sean iguales &
cero; luego tenemos a—a'=0 y b—b'=0 6 bien a=a' y b=b".

§. 83.

Multiplicacién de los nimeros complejos.

Deben distinguirse diferentes casos segin la naturaleza del
multiplicador.

I Caso: un ulmero complejoy un namero real.

Cuando el multiplicador ¢ en un nimerd real y entero, segun
la definicion general de la multiplicacion tiene:

(a-j-by — 1) X + o
= + (a+by—1) -f- (a-j-by—1) -f------c veces
= + (a+a-f-a-]-... c veces) -(- (b-(-b-j-b-f-...c veces) y/—I

= +ac+bcy—X
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(ji +by/~"T) X —0
= —(a+ by/—IT - (a-f-by/—T 7-- == voces

= — no—bey/—1
Luego

(a-f-by/—1; X + c¢c= -f-se+ ~cy/—f
(a-f-by/ —1JX —ec= —ac— bcy/~r
resultado que so forma segun las reglas comunes del Algobra.

Por inversiéon se deduce:

ac+W -l_==ahbV-r

_a-]-b y/—T

Las ecuaciones (4) y (5) contienon la regla:

Un namero complejo queda multiplicado ¢ divididopor un nu-
mero real, cuando ee multiplica 6 divide cada una de, lewpartee det
primero por el ultimo.

Esta regla es verdadera también cuando el multiplicador c

es un quebrado = 51. Pues segun la definicion do la multipli-
cacion tenemos

(a-f-by/—1) .21= m=(?+ J y/—i) mm
am, bm —p m,, m i —p, X
nilnyv - n1l nr !
Y por inversién se tiene
m m —
a. 0 pp, Dy —P
nlf n¥/_ a by —1
m (1»)

n

Estas ecuaciones («) y ((i) son las primerasen (4)y (5,
solo se tiene un quebrado en lugar del nimero entero c.

La misma multiplicacién se efectia facilmente por cons-
truccion.

Ejf.uflo. Multipliqiese el nimero —1+ 2y/—1 por +3. Pa-
ra efectuarlo (fig. 13], prolonguese la linea AM que representa el
numero complejo dado, de manera que AM' sea= 3AM, y AM'
sera el resultado buscado. En efecto, tenemos AP'= 3AP y
P'M'=3PM; luego el resultado es:
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Al-"+1-"MV—4=3AP+31Jirv—1= 3(Al'+r\JVv—1)
—3+ Gv/—1= 3(—1+2V —Tj

El mismo numero —1-3-2\/—1 se multiplicard& por —3, to-
mando primeramente en la direccion opuesta AN=AM y después
AM"=3AN.

Tendremos el mismo resultado, cuando se cambia el orden
de los factores, es decir, tenemos

_(a+bv/—1) .c=c. (a-j-by'—T) ()

El primer miembro nos da el resultado ae-(- bc\/—1. En el
segundo, conforme & la definicion general de la multiplicacion,
de c lia de formarse un nuevo nimero do la misma manera que

a-j-b\/—1 est4d formado de la unidad entera y absoluta. Pero

para formar a-j-b\/—1 de dicha unidad, se latoma primeramente
a veces y después b veces como sumando (6 sustraendo segin el
signo de ay b) y las segundas veces en sentido lateral. Luego
tomaremos el multiplicando ¢ como unidad primeramente a veces
y después b veces como sumando y las Ultimas veces en sentido
lateral, lo que es en forma algébrica

e(ad-b\/—1) =c.a-j-c.b \/~T = ac-(-boy'—1
el mismo resultado que arriba.
Corolario 1. Cuandor es el médulo de n-j-b\/—1, serd

£-i-ly=r (d)

la unidad compleja correspondiente, es decir, la unidad compleja que
forma con AX el mismo angulo que el nimero complejo dado.

En efecto, la espresion (ti) es primeramente una unidad com-
pleja; pues para el moédulo r'’de (6) tenemos f§8lult.]:

r'2= + o de donder'2.r2= a2+b3

¢

Pero a2 +b 2 esel cuadrado del médulo del nimero a+ b\/—1
y por consiguiente igual & r2, luego tenemos r'2.r2=r3 6 bien
r'2=1 yr'=1, es decir, el médulo de (d) es la unidady por con-
siguiente (d) representa una unidad compleja.

Lo segundo, la unidad compleja (d) forma el misino angulo
con AX, que el nimero complejo dado. Pues so ve por la fig. 13,
que el angulo XAM no se muda, cuando el nimero complejo AM
se multiplica por un namero real. Pero tenemos

@)
en donde la espresion (d) se multiplica por el namero real

r y reproduce el nUmero complejo dado. Luego ambos forman el
mismo angulo con AX.
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Coiioi.Aiuo 2. Tocio nimero complejo puede descomponerse
en dos factores, uno de los cuales esreal y el médulo del nime-
ro complejo, ly el otro la unidad compleja correspondiente. En
efecto la ecuaciéon (e) nos suministra en orden invertido:

a+ bV -l =r(f+ ty -1)

en donde r==\/a';, -f-b*
Lo mismo facilmente se deduce por la fig. 14. Sea AM un
numero complejoy el valor absoluto de AM=r, de modo que ten-

. [o—xV—

Cuando AE=AN=1, AN representara la unidad compleja
correspondiente y serd

= p+
Los triangulos semejantes AMP y ANQ nos suministran la
relacion x:p = AM:AN= r:l, de donde x= r.p, y ademas
y:q=r:1 dedondey=rq Cuando estos valores so sustituyen
en la primera ecuacion de arriba, se infiero

*a=r P+rewW —1=r(p+ qV—T)=r.
lo que dice nuestro corolario.

11 Caso- Multiplicacion de una unidad compleja por una un
dad imaginaria.

1o Multiplicar la unidad compleja p-j-qy'—1 por la unidad
imaginaria i, segun la definicion general, es formar de la pri-
mera un nuevo nUimero de la misma manera que la segunda
estd formada de launidad enteray absoluta. Pero para formar
la unidad imaginaria, primeramente so toma la unidad entera
y absoluta como positiva= AE— i [fig. 15], y después so
adelanta por un movimiento angular positivo de un cuadrante,
buscando el ndmero lateral correspondiente que es AF = -]-i.
Luego para formar el producto buscado, se toma como unidad

el multiplicando p+qV —1, que se representa por AM, y por
un movimiento angular positivo, adelantdndose de un cuadrante,
se busca el nuamero lateral correspondiente. Este sera AM', su-
poniendo que AM' sea perpendicular & AM y ademas su lon-
gitud igual & la de AM. Por consiguiente AM' representara
el producto buscado y se ve, que el angulo EAM', que forma el
producto con la unidad positiva AE, es igual & a-j-90°, es decir,
igual & la suma del angulo a, que forma el multiplicando AM, y
del anguio 90°, que forma el multiplicador, con la misma unidad
positiva AE,

2? Tendremos completamente el mismo resultado, cuando
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V -1 se supone como multiplicando, y p+qv"—1 como multi-
plicador. Pues para formar la unidad compleja AM de la unidad
entera AE, se adelanta desde esta linea por un movimiento an-
gular positivo. de un angulo TITAM—o que es conocido por las can-
tidades p y q, quedando el valor absoluto do AM igual & el de
AE. Luego tomando AF=i como unidad, debe adelantrso desdo
AF por un movimiento angular positivo de un mismo angulo
FAAI'=ff, quedando por su valor absoluto AM'=AF=1. Sera
AM' el producto buscado, y el mismo quo arriba, pues tenemos
igualmente el &ngulo E AM'— 0--j-90°.

Se infiere: el producto no varia de valor, canilidndoso el or-
den de los dos factores dados.

30 Puede efectuarso la misma multiplicacién también de

otra manera. Cuando p+ g\/—J se toma como multiplicador,
debe observarse quo estd fiamado de la unidad entera y absolu-
ta, tomando esta primeramente p veces y después q veces como
sumando (6 sustraendo segin el signo) y las Gltimas veces en
sentido lateral. En forma algébrica esta operacion se escribe:

V—iXd'+qv'—1) = V—IX P+V'—X<iXV-i

Efectuando el calculo segun las reglas sobro los nUmeros ima-
ginarios, so sacael resultado py"—1 —q, 6 bien tenemos

V-iX (p+tgqv'-i)=(p+tqv'-O X v—1=—q+pV—* (C)

40 Cuando tenemos la unidad imaginaria negativa en lugar
de la positiva, el resultado so deduce por un semojanto pro-
cedimiento, pero para el Xo1" el movimiento angular sucedera
en sentido negativo. Luego el producto buscado so representa-
r4 por AM", cantidad que es igual pero opuesta & AM'y se tendréa:

—V —t~X(p+qv'—id= (PpHV7 i)X -v 1= tg—pv'—i
(7)
I1l. Caso: los dos factores sean unidades complejas.
»Sean los factores [fig. 10

1? »Segln la definicion general de la multiplicaciéon debo for-
marse de AM un nuevo numero de la misma manera que AM'
estdlformado de la unidad entera y absoluta 6 bien de AE. Pero
AMT7 solo se distingue de AE por la posicién, y para encontrar
AM', desde AE debo adelantarse de un &ngulo a que se deter-
mina por p'y . Luego para formar el producto buscado so
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toma AM oomo unidad y se adolanta por un &ngulo MAM" que es
igual al angulo EAM'=a’', quedando la longitud de AM" la mis-
ma que la de AM. Por consiguienteel radio AM" representa el
p.oducto buscado.

Se ve que el &ngulo EAM" es igual & la suma do los &ngulos
aya' que los factores formancon AE. Luego puede escribirse:

W =V . w

es decir: él producto de dosunidades complejas que tienen los an-
gulos a y a' es igual & otra unidad compleja que tiene por angulo la
suma a-\-<é¢ de los angulos de los factores.

Es evidente que el producto no cambia de valor, cuando se
cambia el orden do los factores.

2? Hemos aplicado la definicion general & los primeros
miembros de (a); abora aplicaremos & los segundos.

Para formar el multiplicador p-]-g-\/—1 do la unidad, so
latoma primeramente p'vecesy después q'veces como sumando, y
se afiaden los Gltimos sumandos como cantidades laterales. Lue-
go haremos lo mismo con el multiplicando AM, toméandolo como
unidad y poniéndolo primeramente p' vecesy después (' veces
como sumandoy las ultimas vetes en sentido lateral. Escribese
esta operacion en forma algébrica:

AMX (p'+qV=1)= AM.p'+AM.q'V—1 (b)

El primer término del segundo miembro AM.p' tiene nr. va-
lor absoluto =p', pues el valor absoluto de AM es la unidad.
Luego AM.p' se representa por AQ, cuando en la linea AM so
toma AQ=AP'=p'. EIl segundo término del segundo miembro

tiene los factores AM.q'y \f—T7 Pero el valor absoluto do
AM.q' es=q’, teniendo AM el valor absoluto 1; luego para cons-
truir AM.q'.\/—1, se debe poner AT=q' en direccion lateral
de AM. Ahora el segundo miembro de (b) sera la diagonal AM"
del paralelégramo AQM"T, que se construye sobre los lados AQ
y AT con el angulo interceptado TAQ que es un &ngulo recto.
So sigue que AM" es el producto buscado.

El triangulo M"QA es congruente al tridngulo AM'P’; lue-
go serd lalongitud de AM" igual & la longitud de AM' 6 bien
igual & launidad, y sera ademas el &ngulo MAM" igual al &ngu-
lo EAM'=e/, por consiguiente el &ngulo XAM" igual & lasuma
de los &ngulos aya' que tienen los factores.

Tenemos el mismo resultado que estd arriba en (8); pues
el producto AM" es verdaderamente una unidad compleja que
tieno el angulo a-\-a'.

3? Pongas3 en (b)p+qy'—1 en luga? de AM, y setendra
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(p+qt/—i) {p'+qV—i)=(p+qv"—i) p+ip+qVv—i) q'V—i
y aplicando el I y 11 caso de este paragrafo, se sacara
(p+qv/=rIT-(p'+qv—i)=pp'fqpV—i+(pq'+qqV—1L; WV ~i
luego =pp'+qpV—#+pgV—i—oq

(P+qV—i) «(p'+ gV —i)= (pp—ad) + (pa'+qp)V --1  (9)
resultado que es conforme & las reglas comunes del Algebra.
IV. Caso: losdosfactores sean numeros complejos cualesquiera.

Sean dados como factores [fig. 17]:
AM=r =x+y\/—1 como multiplicando \

©

17 Segun la definicion general de la multiplicacién dor ha

1
AM'=r" jssx'-f-y'y.—1 como multiplicador )

de formarse un nuevo numero de la misma manera que r'a,se

ha formado de la unidad enteray absoluta, 6 bien do la unidad
entera y positiva AE. Pero P ,que se representa por AM', tie-

ne un valor absoluto =r' y formacon AE el angulo a’. De don-
de aplicando la misma definicion general de la multiplicacion:

1) lo que pertenece & los valores absolutos, el producto AM"
so sacard de la proporcién

AM":AM=AM"AE (d)

2) lo que pertenece & la posicion, debo ser la posicion do
AM" & la posicion de AM como es la posicion de AM' 4 la posi-
cion de AE, 6 bien en otras palabras, AM" debo formar con AM
el mismo angulo a’ que forma AM' con AE.

Luego para construir el producto buscado AM", se constru-
ye un tridngulo MAM" que es semejanto al tridngulo EAM , ha-
ciendo el &ngulo MAM" igual al angulo EAM'=a'y toméndolo
por el mismo movimiento positivo [6 negativo].

Designando AM" ‘por r", la proporcién (d) nos suministra
r*:r=r":l, de donde r"=r.r', y tenérnosla ecuacion

a‘d~ a" '17a-\-a' (10)
en palabras: Elproducto de dos numeros complejos es un nimero
complejo, cuyo méduloes igual alproducto de los médulos, y cuyo
angulo es igual & la suma de los angulos de los factores.

2? Apliglese ahora la misma definicion general do la multi-
plicacién & los segundos mieml ros do [c], y veremos que se
tiene el mismo resultado. Esciijhiendo AM en lugar del primor
factor, se deduce completamente como cu el Il cuso:

AM.(x-f-y'y—i) = AM.i"-fAM.y".y/—1 4
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Sea ahora
AQ : AM
QM":AM

i':l
y"l

y sera AQ=AM.x, QM”=AM .y'. Luego para oonstmir el so-
guudo miembro do [0], se tira AM" como hipotenusa dol trian-
gulo rectangulo, cuyos catetos son AQ y QM". Este triangulo os
somejanto al tridngulo AP'M', pues

) M"
AMy = AM se sigue ™ 7- = le

6 bien AQ:QM"=x"y'

y los &ngulos interceptados son rectos. Luego serd también AM™:
AM'=AQ:x'=AM:1o bienr':r'=r:l y r"=r.r'. Ademas, el an-
gulo QAM" es igual al angulo XAM'= a', luego el angulo
XAM"=a-fa'. Por consiguiente el resultado en [e] es un niUmero
complejo, ouyo mddulo es =r.r' y cuyo angulo es=«-)-«', co-
mo arriba.—La oonstruocion sobre AM serd siompre semejante
4 la construccion sobre AE, cualesquiera que sean los &ngulos
aya', menores 6 mayores que 90°, positivos 6 negativos. Es una
consecuencia necesaria de la definicion de la multiplicacion.

30 Escribase finalmente en (e) x-j-y\/—1 en lugarde AM,y
tendremos

(x+yv'=rIT (x'+yV—Il)=(s+yV —1)mx'+ix-fyV— v —
=xX'+ yxV —1+ xyV —1—yy'

6 bien

(x+jV—1) (x"+yV-i)— (xx'—yy’)-Hxy"+yx)v/—1  (U)

resultado que se forma perfectamente segin las reglas del Al-

gebray no varia do valor, cuando so oambia el orden de los

factores. Lo mismo se ve por comparacion déla fig. 18 con la fig. 17.
Esto caso oontiene las precedentes como casos particulares.

V. Caso-.vanosfactores complejos.
Por el | casa corol. 2otenemos las ecuaciones

r« = rla
yp N - X
v =r"-Vv

luego por multiplicacién se sacard
law =(rortrro)d \n .1
y
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Pero [eeuac. (8)]:

Na "Afi ~a-(- fi

1a ’lfi '1y ””” 1a -y ﬁ’ly ””” 1a+'fi'—F1y &
La Tty % LipRyyo @2).
luego seréd
a fi y toa-\-fi-\-y..
6 bien X .x'ﬁ,.x"y —=4r.r. r.'d_\_ﬁ_yy o Naxt]

es decir: El producto de varios nimeros complejos es un ndmero
complejo, cuyo méduloes el producto délos médulos, y cuyo angulo es
la suma de los angulos de los factores.

Cuando todos los factores son unidades, el producto sera
también uua unidad compleja; pues parar=r'=r''=... .=1, do
(13) se obtiene la ecuacion (12). Para construir este producto
de diferentes unidades complejas, en el circulo ffig. 19] que tie-
ne por radiola unidad, desde AE se ponen uno después del otro
los angulos a, fi, y, S.... El altimo radio representa el producto.

Generalmente se efectia la multiplicacién do varios faotores
complejos por calculo. Asi serd

(2t av/—ry (i+2v/=iy P—sv'*ti=+13 + 20

(1-V=T7 (i-iV=1).(2+V=1) (2+2V/-1T=10

Divisrox Se aplican las reglas comunes del Algebra & la mul-
tiplicacién, luego se aplicaran también & la division, pues esta
no es sino la inversiéon de la primera.

Una divisiéon por un ndmero complejo se efectlia, haciendo
el divisor real. Asi seré:

a-J-by/—1 (aHby/—Il)(a'—b'y/—1) na'-j-bb* . a'b—ab’

a-f-b'v—1 (a-fbV—I)(a'—bV —1) a"-(-b'~a~+b'» \:')
14

2430 _ (2+3i)2 4-j-12i—9 5 112;

2—3i  (2—3i) (2+3i) 13 * 13

Un cociento de dos numéros complejos tiene tambion la for-
ma general de un numero complejo.
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§. 84.

Potencias de un namero complejo.

En la ecuacion (13) del § precedente sear'=r"=r""= =r,
a=za"=a''=....—ayademas el nimero de los factoros =n,
y se saca:

r« Ta ra eeeen veces= (r.r.r..n veces)a+a+a n \VOces
(r«>"=(r°uv (15>

en palabras: La nsima potenciade un ndmero complejo que tiene el
mddulo r y elangulo a, esun nimero complejo que tiene por médu-
lo la n8lma potenciade r y por angtdo na.

Cuandor=1, tenemos

(V °= Iln« <16)
es decir: La nsimil potencia de una unidad compleja que tiene el an-
gulo a, es una unidad compleja que tiene por angulo na.

En la fig. 20 sean los &ngulos ISAM,, M,AM2, 512AM3...
todos iguales entre si, y los radios AMj, AM2, AM3... .AM, re-
presentardn la 1?, 2* 3‘,. ..7*potencia de launidad complejaAM(.

Ejemplo. BuUsquese la 5“ potencia de

1 il J—r
V2+72V L
A. Por célculo:

(M2+7 2 27N i+ 24V/-T-1=+V=T

(72+ (+ = -1

(72+ = -X

B. Por construcciéon. EI numero dado es una unidad com-
pleja que tiene el angulo 45°. Pues 1) el mdédulo es

r=1/(
y 2) por los signos de la parte real é imaginaria del mismo nu-
mero se ve, que pertenece al | cuadrante. Luego representando-
sepor AN,, [fig. 21], sera AP="72 =P N (, y por consiguiente el
angulo EAN ,=43°.
Tirense ahora los diametros EN4, NfNs, N2N8, N3N, de

de manera que formen entre si los angulos =45°, y las poten-
cias consecutivas del nimero propuesto seran:
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AN,= (A+720) =+ A4V ?
AN2 = = e 1]

ANs= (72+V 2D)3,= ~ VA+A/21
AN4= (N2 + N )*= -]

ANa= (Mi*Var = _ \i ~ val
anb6=("72+{72i)a= —v'=r
AN, = (V727217 = + {72 — V21

ANS= (~2+ 72)S ==+ 1

Se leen inmediatamente los resultados en la figura, pues to-
dos los tridngulos son congruentes é isosceles, y los signos do
la parte real é imaginaria de cada unidad se determinan por la
posicion de las lineas respectivas.

La 9a 10a 1la__ potencia seran iguales 4 la la 2a 8a.. ..,
cuyos valores se repiten constantemente.

§. 85.

Eaicesdelos numeros complejos.

En la ecuac. (15) del § precedente

Cac " 'na
pongase a:n en lugar dea; se tendra
w_ *
Jrn )= (4
y cuando se estrae la raiz del grado n

Sea r*=H, luego r=\/It, y tendremos finalmente

VKa= (VHja:n ()

es decir: la nsilEa raiz de un nimero complejo que tieneel médulo R
y el angulo a, cuun ndmero complejo quedenepor madido la
raizlde R y por angulo la nsimapiarte de

Cuando R =1, la ecuaciéon anterior se convierte en
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V'« “  l«i» <18>
en palabras la n,ima raiz de una unidad compleja que tiene el angulo
«, esuna unidad compleja que tiene por angulo lan“ini* parte de a.

Sea AM ([fig. 22] una unidad compleja que tiene el angulo
EA)I=ff, y el arco EN la n8int parte del arco EFM, y AN re-
presentarad la n8ima raiz de AM.

La ecuacion (18) enuncia, que el angulo que la unidad dada
forma con AE, debe partirse por n, Pero este &ngulo, como os
=«, puede ser también =360°+«, 2.360°+«, 3.360°+«...;
pues el radio AM, al girar abrededor del centro A, puede tomar
la misma posicion AM repetidas veces, siempre que ha acabado
de nuevo la circunferencia 6 360°. Luego tendremos varios valo-
res de la «sima rajz> dividiendo los angulos

or, 1.360°+«; 2.360°+«; 3.360°+«;....

por n y determinando las unidades complejas que con AE for-
man los angulos
«. 1.360°+«. 2.360°+«. 3.360°+«., (@)
n’ u ’ n ’ n e
Pero n es un namero entero, y por consiguiente la continua-
cion de la serie (a) seria:
n. 360°+« (n+1).360°+«. (n+2).360°+a
n ’ n ’ n ...

2n.360° + «. (2n+1).360°+«. (2n+2).3G0°+«

n n n
3n.360°+«. (3n+1).360°+«. (3n+2).360°+a.
n ’ n ’ n ...
&a. &a, &a.
y estas series no son sino la serie (a), aumentados los angulos de
1.360°, 2.360°, 3.360°...., como so vo después do hecha la re-
duccion.

Pero una unidad compleja que tiene el angulo ft es la
misma que la que tieno el angulo 360°+/?, 2.360° +/?,
3.360°+/?....; pues después de haber acabado Tuna circun-
ferencia entera, la posicién de su radio es completamente la
misma que antes. De donde se infiere, que las unidados com-
plejas que tienen los angulos de (a), sonlas mismas quo tienen
los &ngulos de las Gltimas series, y por estas no se determinan
nuevas. Luego los diferentes valores de la nsime raiz que se bus-
can, estan todos contenidos en la serie (@) que termina con

(n—1jB60+«. pUea(s™, [¢rinnio precede al primero de la serie

siguiente. Concluimos: todos los diferentes valores delan%ina
raiz que quieren determinarse, se hallaran por los angulos:

", -.360°+"; ?.360° + -.360° + .360° + —(b)
Todos estos angulos son diferentes uno de otro, y el méaxi-

Biblioteca Nacional del Ecuador "Eugenio Espejo”



—217—

mo es menor que 360°-} cuya unidad es la misma que lade ~

y la primera que pueda repetirse. De donde se sigue que todas
las unidades complejas que pertenecen & los &ngulos ele la serie
(b) son diferentes una de otra.

Finalmente, la serie (b) contiene n términos, y como estos
nos dan cada uno un valor de la /%ima raiz, y ademas todos los
posibles y todos diferentes unos de otros, podemos establecer este
teorema muy notable:

La nsime rttiz de cualquier unidad compleja siempre tiene n
mas ni menos que n valores diferentes.

Ejemplo. Para hallar la Qwraiz de la unidad compleja AM
[fig. 23 (a)], la serie (b) nos suministra para n=G, los &ngulos
W GO 41'1T 2.G0° + = U.GO0 I 4.GO o 5.G0 'I-n (c)

Luego en la fig, 23a, el arco Eli que es la medida de a,
debe partirse en G partes iguales, la primera de las cuales sea
EM . Después se traza im circulo con el mismo radio=1 [fig. 23b];
desde E describase EM,, y desde el punto M, asi obtenido, la
circunferencia del circulo partase en Gpartes iguales. Tendre-
mos Gpuntos de particion M,, U4, M3....M rz y tirando los
radios correspondientes, los mismos nos representaran los ti
valores diferentes de la G* raiz do la unidad compleja AM, que
estd en la fig. 23a.

§. 8(3.
Raicoa do +1 y -1-

Todos los teoremas demostrados sobro los nimeros comple-
jos valen para los niUmeros reales é imaginarios; pues estos lio
son sino formas particulares del nimero complejo, (pie es la for-
ma general de los nameros.

La unidad compleja serd = -j—"* cuando ysord= —1,
cuando «=180°. Luego para estas suposncnones pueden buscar-

se los diferentes valores dclay’ FT y de la y =1

I. Caso: V-H. n
Péngase enlaserie (b) a=0, y los valores diferentes de
estan contenidos en la serie de angulos:

0; {3G0° -.300°; -.330°; ~.300°...nizl.3G0"°. (m)
n u n u n
12
Ejemplo 1. Para la y'-f-1, tenemos u=12; luego los angulos

0; 1 30° 2.30; 3.30°; 4.30°;. ...10.30°; 11.30°
En la fig. 22, la circunferencia desdo E péartase cu P2 par-
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tes iguales, y tirense los radios correspondientes AM,, AMj, AMV..
AM, 2, los cuales seran los 12 valores do la raiz dada.

El triangulo AM2M12 es equilétero, luego serd M2I=
£EAM,=; vy

AP=v'AflI"—~Mal>=\/r=i= »

Poriestas cantidades la unidad compleja AM2 serd = -j- ~?-(-Ji.

Se puede demostrar facilmente que todos los tridngulos de
la misma fijjura son congruentes. Luego, atendido el signo de las
diferentes lineas, pueden escribirse inmediatamente los 12 valo-

res buscados de y seran los siguientes:

+i; +i;, — — N+

-1; -""f-Ji; -0 ; + 7~ - 01

3_

E jemplo 2. Para hallar los valores de \/+ 1, la serie (m) pa-

ra n=3, nos da los &ngulos
0; 120°; 2.120°.

y las unidades complejas correspondientes son AM,, AM2, AMS
en la fig. 25, 6bienAM,, AM5y AMO en la fig. 24. De dondo

los tres valores delay'+1 seran

+i; -\+wy -\ -vi

En general: Se hallaréan los n valores de la ngine raiz de -f 1,
partiendo el circulo desde E en n partes iguales y tirando los
radios correspondientes—Ademas, cuando el indice es par, ten-
dremos dos raices reales -f1 y —1, pues un punto de particion
cae sobre E y otro sobre E'; pero cuando el Indice es impar,
tendremos unaraiz real=+1; pues sobre E' no cao un punto
de particion. Todos los otros valores son complejos (6 imagina-
rios) y siempre nimeros conjugados. Finalmente los valores desdo
el segundo, son las potencias consecutivas del primero [§ 84].

n__.
H. Caso\\f—1"
En la serie (b) del § 'precedente sea a=180°, y los valores

n
diferentes de 3/ —1 estan contenidos en la serie de los &ngulos:

-.180°; 2.180°; -.180°, 1.180° ... 180° (n)
n n n n n -

3_ 1
Ejemplo 3. Para la\/—1, tenemos los angulos
60°; 180°; 300°
y las unidades complejas correspondientes seran A M ,,'AM 2,
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bien AMj, A3l,, A31U en la fig. 24; lte
go los tres valores de la-y/—1, seran
+ 1+ Ji3ii i +s-, 5.

Ejemplo i. Para la\/—1, la serie (n) nos da los &ngulos:
1.30°; 3.30°; 5.30°; 7.30°; 9.30°; 11.30°
y los valores buscados de la raiz seran A51f, A3l;, A313  *A3l,
en la fig. 27;* pero los mismos se encuentran también en la fig.
21, y son en forma algébrica:

u 3

En general: Para hallar los n valores de \/—1, se parto el
circulo en 2« partesiguales y tiranse los radios al 1." punto de
particion que es diferente de E, y después al 30.50 7°.... punto.—
Ademas, cuando el indice es unnuamero impar, se tiene unaraiz
real —1, puesE' es un punto do particién; pero cuando el indi-
ce esun numero par, todas las raices son complejas (6 imagi-
narias) y ninguna es real. En unoy otro caso los valores comple-
jos siempre son conjugados; y forman desdo el segundo las po-
tencias impares (3*,5% 7“....) del primero.

Raices de numeros cualesquiera.

loLa nsima raiz de +31, cuando 31 os un numero real, puedo
escribirse

n n___ n___
VM-x1 = VMeVIE i
De donde se deduce:

Xa ,sima raiz de cualquier mafiero rea! positivo 6 negativo tiene
n valores diferentes, queson fa n“ma raiz numérica del ndmero, mul-
tiplicadapor los n valores de la jisima raiz de + 16 —1.
3
Asi \/+ 8 tiene los valores
+2; —1-f-ivN] —1—iv~

2° Cuando 31 es un namero complejo, este puede cscribirso
como el producto de su médulo por la unidad compleja corres-
pondiente: 31=R .1 = R (p-j-gV—1m Luego:

La nBina raiz de un namero complejo cualquiera tiene n valores
diferentes, que son la nHllla raiz numérica de su médulo, multiplica-
da por los n valores déla nsina raiz de la unidad compleja corres-
pendiente.
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Nota. La ostraccion (lo una miz con indice par (lo un nime-
ro negativo, nos lia conducido & una nueva especie de ndmeros,
4 los nameros complejos, cpie es la forma general do todos los
nimeros que conocemos. Ninguna operacion con estas nuevas
cantidades nos ha suministrado otra especio nueva; por el con-
trario, toda raiz par de un numero negativo y aun toda raiz
de un numero complejo se resuelve en otros numeros com-
plejos. Luego estos parecen verdaderamente ser la suprema cla-
se de nameros. Arlenlas las mismas cantidades tienen una rela-
cion muy singular é importante con los angulos y permiten el
transito de los nimeros & los angulos y de los angulos & los nu-
meros, de el cual se tratara en el Articulo VI.

ARTICULO VI.

DE LAS FUNCIONES GONIOMETRICAS.

§. 87.

Esplicaeiones y definiciones.

lo El triangulo rectdngulo, que un ndmero complejo AJI

[fig. Z8J forma, nos da los seis cocientes de sus lados

y x y v U It

R”B’Xx’v"'x '’ w W
llamando x, y & sus coordenadas y It & su radio.

Dichos seis cocientes quedarén los mismos, quedando el an-
gulo a el mismo. Porque bajando la perpendicular JI'Q de otro
punto M' del,mismo lado AJI del angulo a, el nuevo triangulo
AJI'Q, serd semejante al primero; luego todos sus cocientes.

V y x' IV Ri
R'’ |t"X"y" X'’ Yy
serdan los mismos que los que estan en (a). Y esta igualdad se
verifica no solamente respecto al valor absoluto de los mismos,
sino también respecto & los algébricos, es decir, al valor de los
signos. Porque cualquiera que sea la posicion deM y M', estos
puntos estaran siempre en un mismo cuadrante, y por esto y'
siempre tendra el signodey, y x' el de x, quedando R' con R una
cantidad absoluta,

I’ero los mismos cocientes cambiaran todos, cambiandose el
angulo a. Porgue si se supone que sea JI" otra posicionde M,
cuando el &ngulo a va aumentando y el radio AM7’queda igual
4 AlJl, inmediatamente sera y"~>>/ y y ;<Z rmluego sera
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ZZ\%l’V—’ . ® ">m /! r
R~ - R "R X"AN I'y" 'y'X"l X'y" -y
y por- esto los valores de los cocientes en (a) saran ilei tnd >
otros, y cuando 11" estia en otrocuadrante por lo menos so mu-
dard uno G otro de los signos.

Luego los seis cocientes en (a) dependen enteray solamente
del angulo a. Una cantidad que dependo de otra de modo que
camlre su valor, cambiando el de la otra, se dice unafuncion de
la otra. Luego los seis cocientes son funciones dei &ngulo a.

2? Para espresar esta dependencia de una manera visible so.
escribe

-Jj= seAiar ysedice: ™ es elseno dea

es el coseno de a

R R
= tang o ~esla tangentedoor -
—= aptang a ? es la cotangente de o
ié—: sec ar R es la secante de a
R cosec a esla cotangente de a

Estas designaciones y definiciones valen para todo numero
complejo, para cualquier posicion de M y para todos los valores
del angulo a, tanto para valores de a menores de 3(i0°, como
también para los mayores de 3(50°, tanto para los positivos co-
mo para los negativos, cuando el radio AM girando ni rededor
del vértice A se mueve en la direccion desdo AX hacia AY', AX' &

Lldamanse las cantidades en (I) funciones goniométricas
(ycoviaré ycavoi = éangulo, /jsrpeiv= medir), y como coeient
tes de dos lineas, todas son ndmeros abstractos. Pertenecen do
igual modo al Algebray & la Geometria, pues no son otra cosa
que las relaciones entre las partes principales de un namero com-
plejo que se puede representar por una figura geométrica. Tra-
taremos aqui de estas cantidades como de una especie do nu-
meros. Ademas, a lateoria de las mismas, como se da en los tra-
tados de la geometria, comunmente falta la brevedady la gene-
ralidad de lademostracion para cualquier caso, mientras que se
sigue aquella inmediatamente y con todo el rigor de las demostra-
ciones matematicas, cuando dichascantidades se consideran co-
mo partes de los nimeros complejos.

3? Supongamos ahora quo sea R=1 y AN\l representard una

unidad complejay las primeras ecuaciones (l) se convierten en
sen a=y ; eosa=\

Prolongando IIP hasta la otra interseccion con el circulo
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en N [fig. 29], serA MP=PN, luego MP la mitad de una cuerda
MN. Se escribié al principio la cantidad MP *“cuerda semi-
insci-ipta” y por brevedad “semi-inscripta” 6 bien “s.ins ” de don-
de por contraccién y la disinencia latina viene “sinus”, lo que
en castellano designa seno. Tirando MQ perpendicular & AF,
serd MQ el seno de (i, y como fi es el complemento de a, MQ
serd el seno del complemento 6 el coseno de a. Pero QM es —x, do
donde x el coseno de a.

Levantese EK perpendicular & AE en el punto E hasta la in-
terseccion con la prolongacién del radioen K, y serA EK una
tangente del circulo y AK la secante correspondiente. Pero tenemos

EK:AE = y:x dedonde EK= AE.Z

AK:AE = AM:x dedonde AK= AE XAM
y como AE=AM=1, se tiene
EK=2Z= tanga; AK= -= seca

Asi se designan la tangente y la secante de a por su valor
geométrico. Ademas, de semejante manera es FL latangente y AL
la secante de y por esto se llaman la cotangentey lacosecante de a.

§. 88

Propiedades fundamentales de las funciones gonio-
motricas.

1 EIl senoi y lacosecante? tienen siempre el signode la or-
denada; él coseno * y la secante ~ tienen siompro el signo do la

abscisa; finalmente la tangenteY y la cotangente— tienen 5|empre

un mismo signo, que sera posmvo si las coordenadas tienen sng
nos iguales, y negativo si los tienen desiguales. Luego para los
signos tenemos la tabla:

en el cuadrante | 1 11 11w

la ordenada 1

el seno i-son + + — —
la cosecante )

la abscisa j

el coseno mson + — — +

la secante )

la tangente )

la cotangente j 80n 4 = + -
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2° Para los limites déla?funciones tenemos

para ot= Q 90°, 180°, 270°, 3G0°
es y= Q +R, O, —R; O
es x=-f-R, Q —R, Q +R

- se saca la tabla si-

luego, formando los cocientes P y

guiente:

sen 0°=0 Jsen 90°=-f-1 |Jsen il8t)°=0 |son 270°=—1
eos 0°=-f-1 |Jcos 90°=0 Joos 180°=-—1 Jes 27U°=0
tang 0o—0 |tang90°=-t-oo |tangl80°=0 Jtaug 270°—_L x
cotg 0°=rpoo fotg90°=0 Jeotg180°=Xx |Jcotg270°=0

y las funciones de 360° seran iguales & las de Oo.
Se obtendrd el primer signo de co, suponiendo queva au-
mentando el &ngulo a, y el segundo para el caso opuesto.

30 Las coordenadas y, x nunca son mayores que el radio R,
luego el seno ~ y el cosenog nunca son mayores que la unidad,

.y la secante ” y la' cosecante —nunca son menores que la unidad.
Cuando y crece basta R, a‘decrece basta 0, y cuando ydecrece
basta 0, x crece basta R; por consiguiente la tangente - puedo

. R 0 .
tomar cualesquier valores entre g-y ¢ , es decir entro @ y O,

y lacotangente ™ déla misma manera. Luego con respecto & los
signos, se sigue:

Un quel/rado propio positivo 6 negativo y ademas la unidad po-
sitiva 6 negativa pueden igualarse & un seno 6 coseno.

Un namero cualquiera, positivo 6 negativo mayor que uno, y ade-
mas la unidad positiva 6 negativa pueden igualarse & una secante 6
cosecante.

Un numero giositivo 6 negativo, cualquiera quesea, mayor 6 me-
nor que uno, puede igualarse G una tangente 6 cotangente.

4° Aumentandose el &ngulo a, la ordenada y por su valor
absoluto crece en el Ir cuadrante, decrece en el Ilo eroce en el
1117, decrece en el IVo Se infiere de la ecuacion R "=y 2+ x2, quo
la abscisa siempre va aumentando, cuando la ordenada se dismi-
nuye, y que va disminuyendo cuando la ordenada se a tinenta,
Luego
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Y. Y
con y crecen y decrecen™ j , —

con x decrecen Xcrecen ?,-,?

. b'y'y

y'tenemos la tabla siguiente de lavuelta d)é las funciones:

Aumentandose el dngulo a
en el cuadrante | | | 11 | 111
la ordenada
el seno
la tangente
la secante
la abscisa
el coseno
la cotangente
la cosecante

v

crece decrece crece  decree.

edecrece crece

qglcregg crece

§. 89.

Relaciones entre las funciones goniomeétricas del
mismo angulo.

lo De las definiciones generales puestas arriba en (1), se sa-
can inmediatamente las relaciones siguientes entre las funciones
del mismo &ngulo:

.sen a
1) tanga = 3) seca = 1
) g 'e0s a ) as a
2) cotang a= s:rsl 2: 4) coseca: = i a (M
5) tanﬂ a= Et'é'é; G)'cotang a- "tang a 7)tang a.cotg«= 1

Las primeras cuatro férmulas nos ensefian que todas las fun-
ciones son conocidas, si el senoy el coseno lo son.

2? Paia el radio tenemos la ecuacion [fig. 28]:
W =y 2]\-x-
y esta serdsiempre verdadera para cualquier [Angulo a, pues las
Coordenadas x ¢y siempro forman con R un tridngulo rectangu-
lo, en donde R es hipotenusa, y ademas cuando x é y toman va-

lores negativos, los cuadrados do las mismas serdn siempre posi-
tivos. De la ecuacion so sigue que
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o bien que (i +(r) _1

sen5« -f-eosl« = 1 de donde
1—senl« = cosbaj 1—cosl«=senb« j} 2)

V I—seul«=cos «; \/I—008*«= sen« J

Para laraiz se debo tomar el signo correspondiente, por ejem-
plo el signo + cuando «<”90°, yel signo — cuando 180°<”«
<270°.

Por medio de estas férmulas y las formulas (1), todas las fun-
ciones goniométricas podran espresarse jior el seno 6 coseno solo:

eos «=y/l — senl« sen « = VI-—cosaa
sen «
taug a= — - -
9 \/l—sen2« taug «= .V | —COS*A
cos
\/1— sen 5«
n= oS IT
cotg sen « 3) cotg «= 4)
V/l—eo0s2«
1 1
Vi- €0s @
1
V 1|—eo0s2«

En todo caso particular debe ponerse el signo correspondien-
te 4 las raices cuadradas.

RELACIONES ENTRE LAS FUNCIONES GOXIOMETRI-
CAS DE ANGULOS DIFERENTES.

8= 90.

Multiplos de 360° y angulos negativos.

1° Un namero complejo ffig. 28] quedara el mismo, cuando
aumentando 6 disminuyéndose el &ngulo de
1.360°, 2.360°, 3.360°__ n.360°
el radio AM después de algunas vueltas enteras toma la posicién
primitiva AM. Por esto también las coordenadas .r é y finalmen-
te quedaran las mismas que antes, y ‘por consiguiente los co-
cientes
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Xy x R R

R'K'x'y'i'y
tendran los mismos valores. Pero estos cocientes son todas las
funciones.goniométricas; luego

Cualquier funcién goniométrica de «+«.360° esigual U la mis-
ma funcién de a, 6 bien: unafuncién cualquiera goniométrica no
varia de valor, afiadiendo 6 restando del angulo repetidas veces toda
la circunferencia.

Designando por F (5) una funcién] cualquiera goniométrica
de 3, este teorema puede escribirse

F (S)= F(S£n.360°) ®)

2? Sea [fig. 30] el angulo EAM' igual al angulo EAM, y
serd el arco EF'H’ igual al arco EFM; luego los puntos H'y M
tendrédn una igual distancia desde E, yla cuerda MM' seré per-
pendicular al didmetro EE', y por consiguiente los nUmeros AM
y AM' serdn numeros conjugados, teniendo una misma abscisa
x'=x y las ordenadas iguales pero opuestas y'=—y. Por esto
tenemos

y'_ y.
E R’ Ri 'E
Siel angulo EAM =a es positivo, el segundo EAM 'seréne-
gativo= —a. Ahora, aplicando las definiciones generales & las
ecuaciones anteriores, se infiere
sen—a = — sen a; fang—a — —tang a )
eos—a = -f-eos a: co.g—a = —cotang a}

Las ecuaciones para la tangente y la cotangente se siguen
por la aplicaciéon de las dosprimeras formulas (1).

Los puntos My M' pueden cambiar de posicibn como se
quiera sin alterar la demostracién en ninguna cosa; luego estas
formulas (6) seran siempre verdaderas para todo valor de a, aun
para los negativos.

§. 91.

Principios de la goniometria analitica.

P Principio. Una unidad compleja que_ tiene el angulo a,pue-
de escribirse en laforma:
la = eos a-)-i.sena 7

En efecto [fig. 28], sea AM una unidad compleja, de modo
que tengamos el valor absoluto de AM igual & la unidad, y se
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representara AM como unidad compleja por el signo 1 quo di-

ce: la unidad que tiene el &angulo a.
Ademas, la otra espresion do la misma unidad compleja os

X+yV—I1 -
Pero ,r=cosa é j/=sen a, y ademas la unidad imaginaria
se puede designar por i; luego la espresion (a) tomaré la forma

eos n-f-i.sena

Igualando las dos espresioues do la misma unidad comple-
ja, tendremos la ecuacion (7), y esta serd'verdadera para cualquier
valor de a, aun para mayores de 3G0° y todos los negativos;
pues la espresion (a) vale siempre, y se aplican solamente las de-
finiciones generales de las funciones goniométricas.

110P rincipio. Dos unidades complejas quedan multiplicadas en-
tre si*, sumando sus angulos.

Este principio estd demostrado en la teoria do la multipli-
cacion de los nimeros complejos; sin embargo daremos aqui so-
bre él algunas noticias que bastan para todo lo que se sigue.

Sea AE=-]-1 launidad real positiva [fig. 31], ademas la uni-
dad compleja AM multiplicando, y la otra AM' multiplicador. Se-
gun la definicion general de la multiplicacion se debe formar el
producto AM" do AJI como AM' se forma de AE. Pero por su
valor absoluto es AM'=AE. Luego el producto AM'; por su valor
absoluto debe ser =AM, y por consiguiente se representara por
un radio del mismo circulo. Buscase ahora solamente la posicion
de AM". Debe formarse AM" de AM, como so forma AM' do
AM. Pero AM' se forma de AE por un movimiento angular po-
sitivo del radio y este movimiento se mide por el &ngulo EAM'=/I.
Luego se formarda AM" de AM por el mismo movimiento an-
gular positivo del radio, partiendo desde AM. Con otras pala-
bras: el arco MM" debe ser igual al arco EM' y tomado en el mis-
mo sentido positivo. El &ngulo que AM" formacon AE seré igual
4 lasuma del angulo EAM=ar que forma el multiplicando, y del
angulo EAM'=yS que formael multiplicador con la unidad po-
sitiva. Por consiguiente:

El producto de dos unidades complejas es una unidad compleja
gueforma con la unidad positiva un angulo que es igual & la suma

e los dos angulos que tienen los dosfactores. Esto es lo que so enun-
cia en el 2? principio. Escribese este teorema como se sigue:

la '3 1a+/3 @)
Este principio debe ser verdadero para cualquier valor do

a y ft. Cuando el multiplicador AM' [fig. 32] tiene un é&ngulo
negativo /S, AM' se forma de AE por un movimiento angular
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negativo, luego se formara también el producto AM" de AM por
un igual movimiento negativo, es decir el dngulo negativo p ' se
suma con el angulo a, cualesquiera que sean las magnitudes de
uno y otro.

No se muda la construccién, cuando a se supone como angu-
lo negativo, por ejemplo, cuando en Jas fig. 31y 32 se supone que
AM tenga su posicién por un movimiento negativo, de manera
que foi-mecon AE el angulo negativo que se mide por el arco
ELPM,

liUego este principio es verdadero para cualquier caso.

MI" P rincipio. Cuando dos numeros complejos son iguales, se-
ran iguales separadamente las partes reales y laspartes imaginarias de
los mismos.

Si a-f-b\/—1 = a'-j-b'y/—1 1 ,0,

seré a=a' y b=b’ j v

Este principio es el corolario del § 82.

Ejemplo. Aplicaremos estos principios, por ejemplo, al Glti-
mo caso del § precedente, es decir, para angulos positivos y ne-
gativos de un mismo valor absoluto.

Tenemos

a-)-(—an=10

Luego: la unidad compleja que tiene el angulo a, multiplica-
da por la unidad compleja que tiene el angulo —a, nos dara
una unidad compleja que tiene el angulo cero. Se saca por el Ilo
principio. Pero

la unidad eompl. que tiene a es eos a -f-i.sena
" " " " , —a es eos—or-J-i.sen—a

» » » ” " 0 es eos 0°-)-i.sen 0°=-f-1
Se infiere por el P principio, Luego tendremos:
(eos a-f-i.sena) (eos—a-|-i.sen —«)=-{-!
Por divisi6n se sigue:

+1_
eos a -j- i.sen a

(eos—a + i.sen—a);

A la derecha hagase el denominador real, multiplicando el
numerador y denominador por la diferencia

eos a—i.sen a
y tendremos
. eos a—i.sen a
eos—a -f-i.sen—x — ,
cos™u'+sen2«
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Poro cos2«-j-sen2a es el mdédulo, y por consiguiente =1;
luego sera
eos—a-f-i.sen—a == eos a—j.sen a

Ahora se aplica el tercer principio: la parto reales igual &
la parte real, y laparto imaginaria igual & la parto imaginaria;
por consiguiente sera

eos—a = -j- eos «; sen—a = — sen «

Estas formulas son las dos primeras do (G) y conducen in-
mediatamente & conocer las de la tangente y cotangente.

Se ve a un tiempo, como tal demostracion es general y va-
le para cualquier valor positivo 6 negativo de los angulos, pues
los principios aplicados son generales. Ademas no so necesita nin-
guna figura para la demostracion.

E scolio. Tenemos
(eos 5-]-i.senS) (eos S—i.son B) = c0s25-]-seu2S =1
luego seréd

eos S+.sen S =

eos B—i.sen S =

GosB_{sen B 1

Por consiguiente: dividir por una unidad compleja es mul-
tiplicar por la unidad compleja conjugada.

§e 92.

Mdltiplos de 90°.

1? Tenemos la ecuacién
(900—a)= 90 -f-(—a)

y por consiguiente la unidad do 90° multiplicada por la unidad
de —a serd igual & la unidad do (900—a). La unidad de 90° es
=-j-i; luego se tiene

eos (90° —a )+ i.sen (900—a) = i (Ms—a-f-i.sen—«)
Pero cos—a—cosa y son—a — — sen a, luego serd

eos (90°—a)-(-i.sen (90°—a) = -j-i (eos a—i.sen a)

L = -f-seu a-j-i cos a
Por el tercer principio se saca
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sen (90°—a) = eos a
eos (90 —a)= sena
tang (90°—a) = eotga
c°’tg (90 —a) = tanga
see (90°—a) = eosec a
cosec (90 —a) = sec a

rs-

3jas formulas para la tangente, cotangente, secante, cosecante
se siguen por aplicacion de las formulas (1).
iDos angulos como 900—a y a, cuya suma es igual a 90°,
se llaman complementos uno de otro, y por esto tenemos el teorema:
Una funcién cualquiera de un angulo es igual & la cofun-
cion correspondiente del complemento.

Son complementos también los &ngulos 450-(m« y 45°—a,
pues la suma es 90°. Luego, como otra forma de (11) tenemos:

sen (45°-)-«) = eos (450—a0r)

eos (45°-)-a") = sen (45°—a)
tang (45°-)-«) = cotg (45°—a) (12)

cotg (45°-]-ar)= tang (45°—a)

sec (45°-j-a) = cosec(45°—a)

cosec (G&0-)-«<) = sec (45°—a)

2> De la ecuacion
(180°—a) = 180°+ (—a)
se deduce
eos (180°—a) + i.sen (180°—a)——1. (eos—ar-f-i.sen—a)
pues la unidad de 180° es —1. Apliquense de nuevo las formu-

las eos—a=cosa y sen—a= — sena,y se tendra
eos (180°—a)-]-i.sen (180°—a) — —eo0s ;r-J-i.sen a
de donde
sen (180°—a) =-f-sen a
eos (180°—ar) = —eos
tang (180°—a) = —tang @ (13)
cotg (180°—a) — — cotg &r

Dos &angulos como 180°—a y a, cuya suma ss 180°, se lla-
man suplementos uno de otro. Son suplementos también los an-
gulos 90°-)-a y 90—a; luego otra forma de las ecuaciones ante-
riores es:

sen (90°-|-ff) =-)-sen (90°—a) ,

eos (90°4-af) = —eos (90°—a) t fln
tang (90°-f., = —tang (90°—a) | ol
cotg (90°+<*) = —eotg (90°—a) ’

Las funciones de suplementos son las mismas, pero con escep-
cion del seno (y déla cosecante) que tienen signos opuestos.

3” En general, la ecuacion <
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(m.90°+«) = m.90°+«
nos ensefia que la unidad de (m.9C°+a) serd igual & latinidad
de m.90°, multiplicada por la unidad do «. Pero launidad do

1.90°, 2.90°, 3.90° 4.90... . m 90° esi, i2, i2 i‘....im Porcon-
siguiente sera
eos (M.9C°+«)+i.sen (M.90°+«) = im(cos a+i.scn «) (a)

1. ~ Cuando m es vn numeroipads real, luego tenemos por
el tercer principio

eos (Mm.90°+«) = il.cos « I
sen (m.90°+a) = i".sena ‘M Par
1. Pero si ines un ndmero impiar, i es imaginario é
real. Luego sera
eos (m.90°+a) = i), sena)
sen (M 90°+«) = i— *eos « ) m miPnr

Pueden aplicarse estas formulas para reducir las funciones
de éangulos que’son>90° & los que son <90°.

Para m=1, 2, 3, 4 luego i"=i, —1,—i, +1, la ecuacion
(a) se convierte en las cuatro siguientes:

eos ( 90°+«)+i.sen ( 90°+ «)=—sen«+i.cosa
eos (180°4-«)+i.sen (180°-j-a) = —eo0s a—j.sena
eos (270°+«)+i.sen (270°+«) =+sena—i.eos «
eos (3GOo+a)+i.sen (360°+a) =+cos a+i.sena

De la altima se sigue

sen (360°+«) = sen «; eos (360°-fa) = eos «

como tenemos por la férmula (5). Las otras ecuaciones dan:

sen ( 90°- «)= + eos«; €o0s( 90°+ «)
sen (180°- «)= —sen«; eos (180° +«)
sen (270°+ «) = — eos «; €0S (270° +«) = + sen «)

Las ecuaciones (15) valen también cuando « es un angulo
negativo. Poniendo —a en lugar de «, y mudando en seguida el
signo de sen a, se sigue que:

sen ( 90°—«)= + eosa; eos( 90°—«)=+sen a)
sen (180°—a)— + sen «; eos (180°—« )= —eos « > (16)
sen (280°—«)= —eo0s «; eo0s (270°—«)= —sena )

Por medio de las formulas espuestas, cualquier funcién do

un angulo positivo 6 negativo, por grando que sea, puedo redu-
cirse a lina funcién equivalente de un &angulo positivo que es me-

Biblioteca Nacional del Ecuador "Eugenio Espejo”



—232—
nor que 45°. Por ejemplo, cuando tenemos el sen (—783°), el

mismo serd= —sen783°= —sen(2.360“+63°)= — sen63°=
—e0s (90°—G 3°)=— eos 27°. Se aplican una después de otra las

féormulas (6), (5)y (11).

§. 93.

Angulos simples y dobles.

1° De la ecuacion
2« = «+ «

se sigue que
eos 2«+i.sen 2a— (eos a+i.sen a) (eos «+i.sen «)

— e0s2« — sen2« + 2i sen «cosa
Luego sera

Sen 2« =2 Sen «eos « 1 a7
€0s 2« = €e0S2« —sen2« )
Por aplicacion succesiva de las férmulas (2)
c0s2« = | —sen2a y sen2« = 1— eo0s2«

se tienen otras espresiones para eos 2«, & saber

eos 2« = 1—2 sen2« )

eos 2« = 2 eos2«—1 ] (18)
de donde se saca:
1+cos 2 « = 2 cos2a V |—eo0s 2«
1—eos2 a = 2sen2« — 2 = Sena}

(20)

1—eo0s 2« tang2« fi+cos 2« = cosJ
1+cos 2a \Y 2

2° Escribiendoen (17)y (18) Ja en lugar de «, tendremos

sen « = 2 sen-Jaeos la
eos « = eos2Ja—sen+a
eosa = l1—2sen2]a
eos « = 2 cos+a—I1

3? Sumando y restando las dos ecuaciones
eos2 J«+sen2ija= |
2 sen Jaeos 1« = sen«
. se infiere
(eos | «+sen £«)2=1+sen «
(eos | «—sen 1«)2= l—sen «
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Estas formulas como todas las que teniamos antos™ valen pa-
ra cualquier valor doa. Suponiendo ahora a<”90:, serd $«<40°
y sen l«<”cos Ja, pues en este caso es y<Zx- Luego estrayendo
la raiz & las ecuaciones Ultimas, el segundo miembro tendra el
signo +, y sera

eos Ja-f-son Ja= VI +sena

~_eosJa—sonlJa= Vl—sena
luego por adicién y sustraccion

eosJa= JVI+Sna-)-Jv'l—sen a 1
«<90° ) (22)

senJa = JVI+sen a—JVI—sen a

Se aplican estas formulas para calcular los valores que tienen
las funciones do las mitades do angulos, cuando las de los enteros
son conocidos.

4“ Por ejemplo, para «=90°, luego sen’a=1, las ultimas
formulas doran
eos 45° = JV2=sen 45° 1
tang 45° = cotg 45°=1 i (23)
60 Sea'en la .'primera férmula (21) a—60°, y tendremos
sen G0°=2 sen 30° eos 30°
Pero sen G0° = sen (90°-30°)=cos 30°; luego sera
eos 30°=2 sen 30c eos 30

Dividiendo por eos 30=y después por 2. so sigue sen 3fio
be baila el coseno correspondiente por la formula —J

cos 30° = \/l—sen230°===vpZZI ::V25-
Luego tenemos

enztzos ooz § o WDsgeccocgesivs )

e 300 1Ute «o” "y (») «
sen 15°= eos 75° = JVG_}V2)
eos 15° = sen75° = JV6+JV2j (25)

150 Conocemos ahora las funciones de todos los multiplos do

Biblioteca Nacional del Ecuador "Eugenio Espejo”



—234—

8= 94.

Dos diferentes angulos.

lo La ecuacion

?) =
nos da (a+/?) «* 3

eos (a+/3)+i-sen(or+/S) = (eosai_]-i-sen a)(cosyS-f-i.seny3)

y efectuando la multiplicacién indicada, tenemos
eos (ar-f-/J) -j- i.sen {oc-{-fj)
=(cos aeosy3—sen a sen/3) -3 i.(sen a eos /3J-cos a sen /J)
Luego
sen (a-\-)3) = sen a eos /3 -]-eo0s a sen y8
cos_(a-[-y3) =» eos a eos /? — sen a sen fi
sen (a—yS — sen a eos yS— eos a sen \5
eos (a—y9 = eosa eosfi sena senfi

Las dos Gltimas ecuaciones se deducen de las dos primeras,
poniendo —fi en lugar de yS luego mudando el signo de senfi a
la derecha.

Valen estas formulas segin la demostracion para cualquier
valor de a y fi, positivo 6 negativo, mayor 6 menor que 360°.
Ademas son las mas importantes de toda la gonidémetria, cuyo uso
es muy frecuente, y contienen todas las formulas desde la formula
(5) hasta (21) como casos particulares.

2° La adicién y sustraccién de las ecuaciones (2G) nos con-
ducen & las siguientes:

sen \a-\-fi) -f- sen (a—fi) = 2sena eos fi
sen @—y» — sen (a—fi) = 2eosasen )8 @7)
eos (a-j-yS) -)- eos (a—fi) = 2eosa eos B
eos (a—y9 — eos (a-f-yS) = 2enasen)s

Cuando se pone
<*\-P=y luego a=\ (y-fd)
«-[*=* P=\ (y-#)
tendremos
sen p-fsend= 2senJ (y-]-d) eos i (y—d).
sen y—sen 3 2 eos \ (y-j-d) sen J (y—d) { (28)
eos y/-j-cos 3 2 eos | (y-f-d) eos | (y—3) 1
eos 3—eos y = 2sen \ (y-j-d) sen | (y—5)"

Por medio de estas formulas una suma 6 diferencia puede
convertirse en un producto.

30 Se signe adenes de las ecuaciones (26) que.

Biblioteca Nacional del Ecuador "Eugenio Espejo”



—235—

son (afizfi) sena eos /?+ eos a son /S
eos (a-\-fi) eos a eosp ZAZsen a sen fi

El primer miembro es la tangente do {ot+fi), y en el segundo
el numerador y denominador dividase por eos a eos fi; so tendra

tang (a+fi) «+tang_fi_
I-f-tang a tangfi
(29}
tang2 « = 2taM «
l—tangia
La ultima formularse saca por la sustitucion fi=a.
§. 95.
Binomio de Moivre.
Porlos §884 y 85 tenemos las ecuaciones
(V ~n« = VUT7)= lan (30>

que son una consecuencia muy sencilla do la ecuacion (8) del § 91.

Pues de la ecuacion
na= a-(-«j-ar+ a-l- ... .n veces

se sigue que la unidad de na es igual al producto de nunidades
iguales que tienen el angulo a, lo que dice la primera ecuaciéon
(30). Pongase en la fig. 20 el &ngulo a desdo AE, n veces y sea
AMUEel ultimo radio quo se obtiene de esta manera, y represen-
tard AM,, la nsima potencia de la unidad compleja ;¢ , quo
so representa por el primer radio. Por inversion AJl, sera la
nsima rajz de AM,,, y cuando el angulo que AJl» forma con AE so
supone =a, sera el &ngulo que AM, formacon AE, la nsima par-
te del primero. Luego para buscar la nsime raiz do una unidad
compleja, se parte su &ngulo en n partes iguales, y esto es lo quo

dice la segunda ecuacion (30).
Ahora cuando tenemos que elevar 1~ & lapotencia  loquo

es estraer la nBina raiz y después elevar el resultado & la po-
tencia, ol &ngulo a debo partirse primeramonto en n partes igua-
les y deben tomarso m de las mismas, es decir el angulo so mul-

tiplica por i?. Luego tenemos en forma algébrica:

il«
ecuacién que tiene la misma forma quo la primeraen (30)," solo
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que el esponente es ttn numero fraccionario en lugar de un entero,
y concluimos que la primera ecuacion (30) no vale solamente cuan-
do el esponente nes un namero entero positivo, sino también
ouando es un numero positivo cualquiera.

Pero puede demostrarse que la misma ecuacién queda ver-
dadera, si el esponente n es cualquier nimero negativo. En efecto,
tenemos

y como la unidad que tiene el &ngulo cero es -f~I, se saoa
la .1_a= 1 dedonde

y elevando esta ecuacién & lapotencia n, se deduce
r)—r=0 J)y=1

lo que hubo de demostrarse. Luego sera verdadera en todo caso, es
decir, para todo valor del esponeute ny del &ngulo a, la ecuacién

<30)
Espresando las unidades do a y narpor los cosenos y senos cor-
respondientes, la ecuacién (30) tomara la forma:

(eosa+1-BSn «)°— eos na+i.sen na (31)
formula que se llama bindmio de Moleré y contiene ei teorema
general:

Una unidad compleja queda elevada & la n™*" potencia, multi-

plicando por el esponente su angulo.
Sale este teorema de la ecuacion general:

que se oacribe en forma goniométrica
(eos a-f-i.sen a) (coi S-j-i.sen 3)=cos (a-J-S)-]-i.sen (<*fS) (32)
§. 96.

Aplicacion del binc‘JmioI de Moivre & la estraccion de
a rain.

1° Por el teorema de Moivre es

mj/eos «-)- i sena = eos ™ -f-isen “ (@)
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La unidad compleja, que esta bajo del signo radical quolnréa
la misma [cf. § 85] cuando se pone

a; 1.360°-f-«j 2.3G0°j-a: 3.300°+«;===-(n—I).3G0°-)-Ev (b)

en lugar de a, mientras que el segundo miembro por esta sus-
titucion toma diferentes valores, que so repiten constantemente
para angulos que se siguen & los que estan en la sorie(b). Lue-
go el segundo miembro de (b) dard n valores diferentes de la
nsime raiz, sustituyéndose los dngulos de (b) en lugar do a, 6 bien
cuando en lugar de a se pone en general
k.360-f-a endonde k=0, 1,2, 3,4... .(n—1)

Por consiguiente, los n valores do la n““» raiz de eos n-f-

i.sen a estan contenidos en la féormula

n N o .
Nessamrsmas eosk-360Fer | k3G0™Ta
" n (33)

k==0,1, 2, 3.... (h—1)
y esta se verifica para cualquier unidad compleja.

2" Poéngase ahora <r=0y tendremos los n valores de la
r»iz de -j-1:
ygo"= eos”™.3G0°+ i.sen |.360° [« (34)
k= 0,1, 2, 3, 4——(n—1) '
Cuando n esun nimero par =2 m, tendremos dos raices rea-
les +1 y —1, para los valores
k=0 luego ~.360°=0 de donde sale -)-I

k=m luego - .360° = 180° de donde sale— 1

Pero cuando n es un numero impar, tendremos solamente
una raiz real-(-1 para k=0. Para que salga la raiz—1, se nece-

sita jj.360°= 180°, luego y ?i=2k, loque no es posible;

pues k es un nimero entero, 2k un ndmero pary n un ndmero
impar.

En unoy otro caso todos los otros valores son complejos y
siempre conjugados. Son conjugados los que salen do la primera
serie de

1 o2 3 4 ...
K 1n—1; n—2 ; n—3; n-4;....

conlos que estan por debajo en la segunda. Pues la forma ge-
neral de estos valores de k es
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k= fyn Ny
Para el primer valor de k=t, tendremos la raiz
eos | .360°+i.sen£.360° (c)

y para el segundo k=n—t, la raiz correspondiente sera
eos — .360+1 |.sen2?]|.360

=c0s[360° — i .3600] + i.sen [3600—i .3600]
=cos — | .360°Ti.sen—— .360°
n n

= eos.. 3600—i. sen = 360°
y esta unidad es la conjugada de la primeraen (c).

Luego basta calcularen (34) los valores hastala mitad, las
que faltan se siguen al mudar el signo del seno.

3? Finalmente sea «=180°, y la férmula (33) se convierte en

V"—IzcolerL]'J i .180°Ti.sen5 H 1.180°
k=0, 1,2, 3,4..... (n—1)
2k-j-1 es siempre un nimero impar; luego la misma férmula pue-
de escribirse también como se sigue:

\/—1= eosj .180°-j-i.sen”.180°
k=1, 3,5 7... .2n—1

La fraccionj nunca puede ser 0 6 2; pues 0 es menor que el

primer valor, y 2 mayor que el Gltimo que k produce. Luego los
angulos 00, 360° enla férmula (35) no son posibles, y por esto
nunca saldra la raiz -(-1.

\Y
Se bailard laraiz —1, cuando - = 1, k=n, y como kes im-

par, cuando n es impar; perono saldra la raiz —1, cuando n es
par.

De donde se deduce:

La «ima rajz (je —i tiene solamente un valor real que es —1,
cuando n es impar, y no tiene ningun valor real cuando n espar.

Todos los valores complejos son conjugados, como en el
caso precedente. Son conjugados los valores que salen de la
primera serie con los que salen dela segunda en

t il 3 5 ;... t
k |2n—1; 2n—3; 2n-5;....2n—t
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lo que se demuestra de la misma manera quo arriba en 2?
Nota. Hay *“tablas de los senos y cosenos”, de donde pueden
tomarse los valores numéricos de cualquier senoy coseno entro
los limites del angulo Ooy 90°. Sabese por el § 92 que todas
las funciones de dngulos mayores de 90°, pueden reducirse & otras
cuyos angulos son menoresde 90°. Por medio de estas tablas y
las férmulas anteriores se calcularan los diferentes valores com-
plejos de cualquier raiz. Pondremos aqui algunos ejemplos.
0
Ejemplo |. BUsquense los valores do ++ 1.
Por (34) tenemos
5__
++1 cos k
k= 0, 1,

.72°+i.senk.72° )
2,3 4 j w

Luego los angulos seran
0°, 72°, 144°, 21G°, 288°
El angulo 0o nos da la raiz real 1; las otras raices seran
complejas. Pero como las Ultimas son conjugadas con las prime-
ras, se saben todas, cuando son conocidas las que pertenecen &
los dngulos 72°y 144°.

Pero 144°5>90°, luego deben reducirse las funciones de este
angulo. Tenemos [férmula 13]

eos 144°= — eos (180°—144°)=— cos3G®
sen 144° = -j- sen (1800— 144°)= + sen 3G°

Luego los 5 valores buscados seran
+ 1
eos 72° i sen 72°
—eos 36° + i sen 3G°
—eos 3G° — i sen 3G°
eos 72° — i sen 72°

En “las tablas del seno y coseno” encontramos:

eos 72°=0,3090 cds 3G° = 0,8090
sen 72°=0,9511 sen 36° = 0,5878

Por consiguiente dichos 5 valores seran
0,3090+ 0,9511 i
—0,8090 + 0,5878.i

—0,8090 — 0,5878.i
0,3090 — 0,0511. i

S
Ejemplo H. Los 5valores de y/—i se bailaran por (35) para
n—>5; de donde salo
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\/—1 = eos k.36°+i.sen k.3G°
k= 1,357 9 0»)
Los &ngulos son
36°, 108°, 180°, 252°, 324°
El término medio produce la raiz real —1, y los Gltimos dan
las raices que son conjugadas con las primeras. Luego basta bus-
car estas. Las funciones de 108° se determinaran como arriba:

eos 108°= — eos (1800—108°)= — eos 72°
sen 108°= + sen (180°—108°)= -f- sen72°

Por consiguiente los 5 valores que se buscan, seran:

i.sen 36° 6 bien 0,8090 + 0,5878.i '

eos 36°
—e0s 72° + i-sen 72° —0,3090+0,9511.i
— 1 — 1
—eos 82° — i.sen 72° —0,3090— 0,9511.i
eos 36° — i.sen 36° 0,8090 — 0,5878.1i

Nota. Los 5 valores del Ejemplo | juntos con los 5 del se-
gundo, representan los 10 valores dela 10* raiz de + 1.

ARTICULO VII.

DE LOS LOGARITMOS.

8§ 97.

Esplicacicnes.

1° El logaritmo de un nimero N para una base determina-
dab, es el espésente x deb, que se necesita para reproducir el nd-
mero N como potencia de esta base.
Si las cantidades N, b, x tienen la relacion
b*= N
y ademas b se supone como nimero constante, x sera el logaritmo
de N para la base b. N se dice el Nimero del logaritmo.
Las mismas relaciones se escriben también de esta manera:
x = Hog N (2)
N =Num. (log=x)=Num. x 3)
Se omito la letra b en "log N, cuando siempre so supone la

misma base conocida.
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Tenemos
36=729 . 93729 . 272=72G luego
G= 3log729; 3 ="log 729; 2 = 27log 729

De (1) y (2), y también inmediatamente do la dofinicion so

signe
bblog N _ jj 4

20 Para una base b determinada, todo nimero entero N ten-
drd su logaritmo x propio. La reunién de todos los nimeros en-
teros consecutivos con sus logaritmos correspondientes para una
base determinada, se llama un sistema de logaritmos. Un sistema
de logaritmos es diferente de otro solamente por la base quo
tiene.

No puede ser base la unidad; pues toda potencia de la uni-
dad es la unidad y por esto no encontraremos diferentes nimeros
N como potencias de la base.

Tampoco sirve como base un ndmero negativo; pues seran
los NUmeros positivos 6 negativos segin que sea el logaritmo un
ndmero entero par 6 impar, y los mismos serdan imaginarios, si
el logaritmo es un quebrado con un denominador par. Luego do
una base negativa no puede obtenerse la serie natural de los
numeros como potencias do aquella.

La base tiene pues que ser positiva, y cualquiera que sen, por
medio de esta, siempre puede formarse un sistema de logaritmos,
en donde los NUmeros son los niUmeros positivos desde cero hasta
infinito. Si la base positiva b > 1 sera

bsz20...<b —3<b —2<b—I<b°<bl<bs<b3..<b°" (a)
en donde el primer valor b—00= 0O,[el medio b°=1 y el altimo
bx = x . Ademas cambiandose el logaritmo x en x-\-i , sera

N=bxxN'= b";

ues
P &A

i n
b “z=b,.bi"=b,.y'b
, N t+JL
y comob>1, sera B> 1, luego b “ >b x La diferencia
b= — bx= bx(V'IT—1)
puede” ser tan pequefia como so quiera, cuando se toma n bastan-

te glande 6 ” bastante pequefio. Finalmento todos los NUmeros

que la base positiva h produce, serdn positivos, aunque el loga-
ritmo sea un quebrado, pues un nimero positivo siempre tiono
una raiz real positiva. Concluimos: Una base positivaproduee un
sistema de logaritmos, cuyos NuUmeros son todos los posibles nimeros
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positivos desde el cero hasta el infinito, y cuando se supone que el NU-
mero N se cambie en N' pasando todos los valores intermedios posi*
bles, cambiara también el logaritmo x en x' pasando del mismo modo
todos los valores que contiene el intervalo desde x hasta x‘.

Se ye por la serie (a) que el logaritmo serd positivo, si el
Numelro es >-1, y que el mismo sera negativo, si el Numero
es < 1,

Pero si labase bes < 1, tendremos las propiedades opuestas:

b—* b—3b—2>b—1>b°>b1>b2>b3...>b®
El primer términoes= ~ = i = =co, el término medio
esb°=1, y el altimo esb=°= 0. Luego el logaritmo seré ne-

gativo, si el NUmeroes >1, y sera positivo si este es <1. Las
otras propiedades son las mismas que arriba.

3. Detodos los sistemas posibles solo dos suelen emplearse:

a) el sistema vulgar 6 de Briggs, que es el que comunmente
se empleaen los céalculos y cuya base es 10.

b) el sistema natural 6 de Neper, por cuyo medio se constru-
yen todos los otros sistemas, aun el de Briggs. La base de este
sistema natural es el nimero irracional 2,718281828........ que
siempre se designa por laletraey esla suma de la serie infinita:

1+ 1+172+ rXs + 0X 4+ m eenm

Los logaritmos vulgares se designan por log. vulg. 6 simple-
mente por log. y los logaritmos naturales por log. nat. 6 breve-
mente por |, sin notar la base e que se supone.

No daremos en este tratado un método de calcular los dife-
rentes logaritmos 6 de construir una tabla de logaritmos, lo que
veremos mas tarde. Basta ahora esplicar los teoremas generales
sobre los logaritmos y el uso de las tablas que los contienen.

§. 98.

Teoremas sobre los logaritmos-
A. Teoremasfundamentales.
1. El logaritmo de la base, en cualquier’sistema, es la unidad.
"log b=1
Dem. bl=b, luego 1= 'log b.

2. El logaritmo do la unidad, en cualquier sistema, escero.
llogl1= 0
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Dem. bl= 1 luego O =Hog 1.

3. El logaritmo de infinito, on cualquier sistema, os infinito
positivo.
Hogoo= » [cond. b > I]

Dem, b°® -00 luego cc=Hog oo

4. El logaritmo do cero, en cualquior sistema, es infinito ne-
gativo.
Hog 0= — oo [cond. b > 1]

Dem. b @ - =0, luego —oo= HogO.

B- Teoremas sobre logaritmos de un mismo sistema.

1. El logaritmo do un producto es igual &la suma do los lo-
garitmos de los factores.
log (m.n)=log m-j-logn

Dem. Sibes la baso del sistema, sera [§ 97 ocuac. 4]:
b "= m y bw'= n

luego b* mt,g“=m .n
y segun la definicion de los logaritmos sera
log m-(-log n = log (m.n)

2. El logaritmo de un cociente es igual al logaritmo del di-
videndo menos el logaritmo del divisor.

log (m:n) =log m—Ilog n

Dem. b5 m y b”sn= n
b°sml1°s”= m:n
luego log m—Ilog n= log(m:n)

3. El logaritmo de una potencia esigual al producto del ca-
pénente por el logaritmo do la baso de la potencia.

loga°= nloga
Dem. b,s“= a
(0™* *)*= an
luego n log a= log a“

4. El logaritmo do una miz esigual al logaritmo do la canti-
dad subradical, dividido por el indice de la miz.
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n 1
logy/a = - log a
Dem pb*“= a
b>**=vb~r""~Nvr
i n
luego -loga= log y/a—

E scolio. Por estos cuatro teoremas, como se ve inmediata-
mente \
la multiplicacion se convierte en adicién,
la divisién en sustraccion,
14 elevacién & potencia en multiplicacién,
la estraccion de la raiz en divisién.

§. 99.

Propiedades del sistema de Briggs.

1? En este sistema que tiene la base 10, tenemos

103 = 1000 luego log 1000 = 3
102 = 100 log 100= 2
101 = 10 log 10— 1
10» = 1 log = 0
10-*= 0,1 log 0,1=--1
10~»= 0,01 log 0,01 =--2
10-'3= 0,u01 log 0,001 = --3

de donde se infiere que todos los niUmeros que son mayores que
1, tienen logaritmos positivos, y que todos los nimeros que son
menores que 1 6 los quebrados propios, tienen logaritmos nega-
tivos.

2? Concluimos ademas que solo los nimeros

....1000, 100, 10"io” 100” TUOO™"
es decir las potencias de 10 con esponentes enteros, tienen por
logaritmos nuameros enteros. Todos los demas nuameros, enteros
y quebrados, propiosy mistos, tienen por logaritmos numeros in-
conmensurables, que no pueden representarse exactamente sino
por quebrados decimales no periddicos é infinitos, 6 por series
infinitas. Asies log 186=2,2695129.... Supongamos que un nu-
mero cualquiera N, que no es una potencia de 10 con esponente

entero, tonga por logaritmo un namero real | endonde ry s son
numeros enteros, y tendremos

Biblioteca Nacional del Ecuador "Eugenio Espejo"



10r= N luego 10'= N

ecuacion que nunca puede verificarse, pues 10 y N contienen fac-
tores primos diferentes.

3? Por medio del teorema en 8§97, 2° so sigue ademas, quo
todo logaritmopositivo que no es entero, estd compuesto de dos
partes, una de las cuales esun entero 6 cero y la otra un quebra-
do decimal propio. LI&manse los enteros de un logaritmo su ca-
racteristica y el quebrado decimal propio que estd a continuacion
de los enteros, se dice su mantisa. Asi es log 271=2,13297, luego
2 su caracteristicay las decimales que se siguen, su mantisa.

4? Multiplicando 6 dividiéndose un numero entero por una po-
tencia de 10, no se muda la mantisa del logaritmo, sino solamente su
caracteristica. Si log N_=,A, se tiene [§ 98J:

log (N.10”) = log N-f-log IOMA-f-n
- log (N>10") = log N—Ilog 10" = A—n

Por ejemplo, si log 2864=3,45097

log 28040 = 3,45697- -1 = 4,45097)
log 286400 = 3,45697- -2 = 5,45697 b (a)
log 2804000= 3,45697- -3 = 0,45097)
Luego:
B Beola |. Afiadiendo & un nimero entero varios ceros, la carac-
teristica se aumentard de tantas unidades, cuantos ceros se afiadan,
permaneciendo la mantisa la m Urna.

Por inversién tenemos:
log 286,4 = 3,45697—1= 2,45097 )
log 28,64 = 3,45097—2= 145697 (>
log 2,804 = 3,45697—3 = 0,45097 )

Puede continuarse esta division y tendremos

log 0.28G4 = log (2864:104)= 3,45697—4=0,45697—1,
10g0,02864 = log (2364:10) = 3,45697—5=0,45697—2/
log 0,002864 = log (2804:106) = 3,45097—6=0,45697—3C W
log 0,0002864 = log (2864:10°) = 3,45697—7=0,45696—4

Los enteros 1, 2, 3, 4 que se restan en el Ultimo miembro de
(y), son caracteristicas con signo negativo, y escribese siempre
un logaritmo negativo de esta manera, quela mantisa sea posi-
tiva y que se siga & continuacion la caracteristica con signo ne-
gativo.

De (/?)y (y) se infiere;
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Regla IX. Corriendo la coma decimal, uno, dos, tres....n lu-
gares ala derecha 6 izquierda, la caracteristica se aumenta 6 dismi-
nuye de una, dos, tres... .n unidades, permaneciendo la mantisa la
misma.

50 Regla lll. La caracteristica de cualquier nimero mayor que
latinidad, es positiva y tiene una unidad ménos que el nimero de
cifras enteras de que consta. Asi

log 4823 = 3,68332; pues 4S23>1000=103y <10000 = 10*
log482,3= 2,68332; pues 482,3>100 =10* y <1000 = 103
log48,23= 1.68332; pues 48,23> 10=10* y <100 = 102
log4,823= 0,68332; pues 4,823> 1=10°y <10 =10*

RbglalV. La caracteristica de cualquier quebrado decimalpro-
pio es negativa y tiene tantas unidades, cuantos ceros estan delante
de lascifras significativas. Asi es

log 0,4823 =0,68332—1; pues 0,4823 =4,823:10
log 0,04823 =0,68332—2; pues 0,04823 =4,823:100
log 0,004823=0,68332—3; pues 0,004823=4,823:1000

y como log 4,823=0,68332, log10=1, log100=2, Iog 1000=3..
deben restarse de 0, 68332 los numeros, 1,2,

6° Por inversion;

Regla Y. Si la caracteristica de un logaritmo es positiva, el NU-
mero correspondiente sera mayor que la unidad, y tendra tantas ci-
fras enteras mas una, como unidades tiene la caracteristica.

Si log N =2,68332
sera N=482,3 con tres enteros;

pues la caracteristica 2 nos ensefia que el NUmero N esté entre
10ay 103 es decir, entre IOOy 1000,y quejroresto.tiene centenas.

ReglaYl. Si la caracteristica de un logaritmo es negativa, el
Numero correspondiente serd un quebrado decimal propio, que de-
lante de las cifras significativas tiene tantos ceros, cuantas unidades
tiene la caracteristica.

Si log N =0,68332—3
sera N =0,004823

Pues el logaritmo 0,68332 es mayor que 0y menor que 1,
luego el NUmero de este logaritmo serd <1 y <10, luego sera
4,823. Ahora se tiene

log N=log4,823-3 = log 4,823-log 1000 = log M 13
log 0,004823
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s. 100,

Célculo con los logaritmos vulgares.

Precedo U las tablas de logaritmos una concisa y clara cspli-
cacion, mediante la cual con facilidad so resuelven los problemas
generales:

X) dado un Numero'hallar el logaritmo correspondiente,

2) dado un logaritmo hallar el Nimero correspondiente.

Por lo cual es indtil hacer aqui dicha esplicacion.

Aplicase el calculo con logaritmos siempre que entran nime-
ros grandes enuna-multiplicacién, divisién, elevacion & potencias
y estraccion de miz; pues por los logaritmos, dichas operaciones
se convierten en las operaciones sencillas de la adicidn, sustraccion,
multiplicacién y division [898, esc.]. Afladiremos algunos ejemplos
sobre el célculo con los logaritmos que al mismo tiempo demues-
tren su utilidad, ciando primeramente unas reglas practicas pa-
ra el caso de ser los logaritmos negativos.

No encontrandose en las tablas un logaritmo que soa del
todo negativo, conviene transformarlo en otro que tenga una man-
tisa positiva.

Regla VII. Un logaritmo que es del todo negativo, $convier—
te en otro negativo con mantisa positiva, sumando y restando el nime-
ro entero superior inmediato.

Sea log N = — 3,27538
H4 —i

y sera = — 3,27538
= 0.724G2—4

Semejante regla se aplica en general en la sustraccion:
Regla VIII. Se sumay resta 10 & otro entero bastante grande

en el caso de ser el logaritmo que es minuendo, menorqueel que sirve
por sustraendo.

+10 _10
1,27893
456351
6,71542—10

Para la division tenemos

Regla IX. En ladivisiénde un logaritmo negativo por un en-
tero, la caracteristica ha de transformarse (si se necesita) en otra que
se divida sin resto.

(0.435G2—3):2 = (1,43562—4): 2

= 0,71781—2
(0,56386—4):3 = (2,56386—6) :3
= 0,85462—2
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Finalmente:

Regla X. Antes de tomar el Nimero correspondiente, cuando sit
logaritmo tiene dos caracteristicas, estas se reducirédn a una sola

Si logN = 3,65189—7
seré log N = 0,65189—i
y si log N = 5,32174—2
seré log N = 3,32174
Ejemplos.
Ejemplo |. Blscase el valor de x en

x = 3,7896.5,6806.0,005394
Resol. Seaplica la féormula log (a.b.c)= log a+log b+log ¢

Pero tenemos por las tablas
log 3,7896 = 0,57859
log 5,6806 = 0,75440
log 0,005394= 0,73191 =3 luego

log x= 2,06490 —3

= 0,06490 —1
x = 0,11612
0.68635
Ejemplo Il. Propongamos buscar x UUoRL

Resol. Se aplica la féormula log 21 = log m—Ilog n

Tenemos log 0,68635 = 0,83654—1
log 0,054361 = 0,73529—2

logx = 0,10125+1
= 1,10125
x = 12,627
Ejemplo Ill. Seax= 1,025613

Resol. Se aplica la férmula log a° = nloga
Luego sera log x = 12 log1,0256
= 12.0,01098

- 0,13176
x = 1,3544
E jemplo IV. Se busca 5
X = +7863000

n_ |
Resol. Se aplicala formula log + a= -loga
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Luego serd logx = g log 78G3000

= 1.6,89559

= 1,37912
x= 23,94

Ejempto V. Parahallar x= @osﬁgﬁg}g

seré logx = 8 (log 0,56326—1log 0,26538)

Pero log 0,56326 = 0,75071—1
* log 0,26538 «= 0,42388—1
0,32683X8
logx= 2,61464
X = 411,75
6
Ejeiipto VI. Sea x —"J0 02f 0439 /N se tendra

logx = 1 [51log12,583—(7 log 0,62+ log 2,089)]
log 12,583=1,09979 log 0.02 =0,79839—1
5 log 12,583=5,49895 7log 0,62 =5,54673—7
log 2,G89=0,42959

5,97632—7

+ 10 —10

5,49895
5,97632—7

9,562263—3
6,52263 dividase por 6
log x = 1,08711
x = 12,221
Ejemplo VII. Determinar x en 3,5762* = 5,2643*
x log 3,5762 = 4log 5,2643

.»_ 4log52643 _ 4.0,72134 _ 2,88536

log 3,5762 0,55343 0.55343
+1 1
logx = 0,46021
0,74306—1
= 0,71715
x = 5,2138
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CAPITULO IV.

DE LAS ECUACIONES.

ARTICULO |I.

Ecuaciones del primer grado.

5. 101

De las ecuaciones en general.

1? Llamase ecuacion la espresion algébrica de la igualdad de
dos cantidades por medio del signo de igualdad. Hay tres clases

de ecuaciones:
A] La ecuacidn idéntica tiene por miembros una misma canti-

dad con la mismaforma:
a—b= a—b

Tal ecuacién siempre es verdadera.

B] La ecuacion analitica tiene en el primer miembro una can-
tidad con una operacion algébrica indicada, y en el segundo
miembro el resultado de esta operacion:

(a-f-b)2= a2+ 2ab+b2 (a)

Tal ecuacion 6 siempre es verdadera para cualquier va-
lor de las cantidades que entran en ella, 6 por lo menos
para cualquier valor entre ciertos limites, como se ve en la
ecuacion

= |-f-x2-]-x3}-x4-)-x54 - ... .infin.
que se sigue por division y se verifica para cualquier valor
dex quees <L. No dependen en la ecuacion analitica unas
cantidades de otras; asi cambiandose b, por esto no cambia
oen la primeraecuacién (a).
C] La ecuacidn sintética tiene cantidades que deponden unas
de otras. Asi enla ecuacion
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y = 3Xx (/»)

depende y de a;; aumentandose a, aumentard y, y disminuyéndo-
se X, disminuiray, pues siempre debe sery el triplo der. Por in-
versién, depende también x dey, pues se sigue que x ha do ser
siempre la tercera parte de y, cualquiera que sea ol valor de esto
nimero. Lo mismo so ve en la ecuacidn sintética

2y =4+Xx )

en donde y cambia de valor con X, y & cony.

Hay infinitos valores de x é y que satisfacen las ecuaciones
anteriores; pero teniendo una do estas cantidades un valor deter-
minado, la ecuaciéon no so verifica sino por un valor determinado
de la otra. Asi, cuando en la ultima ecuacién es y=G, de modo que

tengamos
2.6 = 4+x

X sera =8, y noso verifica la ecuacion por otro valor. Toman-
do x=8, tendremos

2 6= 4+8 es decir 12=12

que esuna ecuacion idéntica y la prueba do que tenemos el valor
verdadero de x; pero tomando otro valor, por ejemplo x=9, so
sigue

2.6=4-f-9 esdecir 12 = 13

lo que es evidentemente falso, y la prueba do queno ss el valor
verdadero do x.2

20 Una cantidad que depende de otra de manera que cam-
biandose esta, se cambie aquella, se llama una funcién de la otra.
Asi en las ecuaciones (/?) y (y) serd y una funcién de x; pero tam-
bién por inversion puede ser x una funcién de y, a saber, cuando
y se considera como cantidad dada. Una de estas cantidades sera
dependiente y la otra independiente-, asi para X puede tomarse
cualquier valor y serd x lacantidad independiente y luego tomara
y valores determinados que dependen de los valores de x, y por
estoy sei'dla cantidad dependiente.

Ademas, en las ecuaciones (fi) y (y), las mismas cantidades
x éy son cantidades variables, es decir, pueden tomar una infi-
nidad de valores diferentes que satisfacen la ecuacion. Una de
las variables es la variable independiente y la otra la variable de-
pendiente. La variable independiente puedo tener todos los valores
posibles, reales, imaginarios y complejos. La variable dependien-
te, aunque tome también una infinidad de valores diferentes, por
esto no siempre tendra todos los posibles. Asi en la ecuacion sin-
tética

y=V/r*—x3
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la variable independiente x podréa tener todos los valores reales des-
de —x hasta -)-x ; pero los valores reales de y se contienen
entre los limites +;» y —r; pues cuando el valor absoluto de x
esj>r, y serd imaginario.

3? Como tenemos ecuaciones sintéticas entre dos variables,
asi podremos tenerlas entro 3,4, 5 ... n variables. Pueden en-
contrarse en la misma ecuacion también algunas cantidades que
se consideran como constantes, teniendo siempre unmismo valor
dado. Suélese espresar las cantidades constantes por las primeras
letras del alfabeto, y las variables por las Gltimas. Asi de las ecua-
ciones

. , bx—
ax3|-by2=c; v+ ay by—cz
la primera tiene 2 variables x, y, y 3 constantes a, b, c, y lase-
gunda tiene 4 variables v, x, y, z y 4 constantes a, b, c, d.

Una ecuacion con n variables tiene n—1 variables indepen-
dientes y solamente una variable dependiente que puole ser
cualquiera do ellas.

4? Tomando las variables independientes valores determina-
dos, también la variable dependiente no tendra sino valores de-
terminados que se siguen de aquellos por medio del calculo. Sera
el objeto de este Capitulo, suministrar métodos ciertos de hallar
dichos valores, que son dados solamente por medio de otras can-
tidades. En este caso, la cantidad buscada so llanta incognita,
mientras que las cantidades dadas se Ilaman conocidas.

5° Distinguense:
a) Ecuaciones determinadas é indeterminadas.
Es determinada cualquier ecuacién con una sola incégnita.
Es indeterminada cualquier ecuacién con dos 6mas variables.
Veremos que dos ecuaciones diferentes que tienen las mismas
dos variables, producen otras dos ecuaciones con una sola variable,
y que por lo tanto son ecuaciones determinadas, por medio do las
cuales se sacan valores determinados de las dos variables. Lue-
go en dos ecuaciones con dos variables, cada una de estas puede
considerarse como incognita. Asi las ecuaciones

3x+4y =2G
2x—3y= G

son dos ecuaciones con dos variables, y cadauna de estas so ve-
rifica por una infinidad de valores do x é y. Pero si x éy que es-
tan enla primera ecuacion han de tener los mismos valores que en
a segunda, las ecuaciones solo so verifican para los valores do-
terminados x=G € y=2. La razén es porque las mismas can-
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tidades x é y enla primera ecuacion lian documplir una con-
dicion determinada y on la segunda otra diferente, y dos con-
diciones diferentes determinan dos cantidades diferentes.

Del mismo modo 3 ecuaciones diferentes con 3, A ecuaciones
con 4 ... .en general n ecuaciones con n TariablOB contienen 8, 4.. .
n condiciones diferentes que determinan todas estas cantidades;
luego cada una puede considerarse como incognita quo tiene un
valor determinado pero desconocido. Por consiguiente distinguen-
so las ecuaciones también en:

b) Ecuaciones con una sola, 6 dos, 6(res....6 mas incognitas.
Asi sera
-b =x’ una ecuacién con una sola incégnita
ax--by=c con dos incognitas
ax-j-by-)-cz=d con tres incognitas.

Pero la segunda ecuacion supone otra con las mismas can-
tidades x é y, y la tercera otras dos con las mismas cantidades
X,\y.,zZ.

Dicese un sistema de ecuaciones la reuniéon de todas las
ecuaciones que se necesitan para determinar cada una do las incég-
nitas. Asi el sistema para tres incognitas sera

a x-f-b y4-cz= d
a'x-j-b'y+ ¢z = d
a"x-j-b"y+c'z= d

Para determinar n incognitas se necesita un sistema de n
ecuaciones diferentes con las mismas incognitas.

c) Ecuaciones numéricas y literales. Una ecuacion es numérica
si todas las cantidades conocidas son nameros determinados, y
es literal si una 6 algunas son nUimeros indeterminados. Asi es

3x24-5x—3 = 0 wuna ecuacién numérica
3xs-j-ax—c =0 una ecuacién literal.

d) Ecuaciones algébricas y transcendentes. Son algébricas cuan-
do las incégnitas no estdn contenidas sino como baso de uno po-
tencia; en cualquier otro caso son transcendentes. Asi todas las
ecuaciones anteriores son algebraicas; son transcendentes por
ejemplo;

al= b-j-y
alogx = b-j-yx

Dicese una ecuaciéon esponencial si tiene la incognita por
esponente.

e) Ecuaciones do 17, 2, 3r,...n'I5grado. Se Conoco el grado
de una ecuacion algebraica por la mayor suma quo forman los
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esponentes de las incognitas en un mismo término. Asfi
ax-j-b=0 es del primer grado.

axy—ex=d es del segundo grado.
ax2+-bxy+-x2y=d ea del tercer grado.

En la dltima, por ejemplo, la mayor suma de los esponentes
de las incognitas so encuentra en el tercer términoy es 2+ 1=3;
luego la ecuacion sera del tercer grado.

8. 102.

Transformacién de las ecuaciones.

Una misma ecuacién puede tener varias formas, efectudndo-
se con ella varias transformaciones segin las reglas de la Arit-
mética y por medio del axioma general:

Si con cantidades iguales se hacen operaciones iguales, los
resultados son iguales.

1" Puede trasladarse al otro miembro lodo término de una ecua-

cién, mudando el signo de este término.
Si a= b—x
sera a-j- x b

X b—a

La segunda forma de la ecuacion se obtiene de la primera,
afiadiendo -\-x & cada uno de los miembros, y la tercera forma
es obtiene dela segunda, restando o.

Por esto, toda ecuacion puede reducirse a cero. Si

x= a—b ser& x—a-f-b= 0

2° Pueden multiplicarse todos los términos de una ecuacion
por una misma cantidad, y por lo tanto quitarse los denominado-
res, multiplicando la ecuaciéon por el minimo comin denomina-
dor de todos los quebrados.
Be f— a=P se sigue
3x—12a=2b
multiplicando todos los términos por el minimo comdn deno mina
dor que es 12.
Se pueden cambiar también los signos de todos los términos.
Si a—x2= —x+¢c
serd x2—a=x—¢
pues esto no es sino multiplicar por —1.
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3' Pueden dividirse todos los términos por mm misma onn-
tidnd y puede poresto reducirse la ecuacion 4 una forma mas
sencilla, dividiendo todos los términos por un factor comun.

Si Ix—G&@= 12
sera x—2a= 4

4. Puedo quitarse un signo radical que afecta & la incog-
nita. A este fin, la cantidad radical que contiene la incégnita so
pondra sola enun miembro y luego la ecuacién so elovard & la

potencia que indica el indice de la raiz.
n

Si a-}'V/x— 6 *= o

n
sera \/x—b= c—a
luego x—b = (c—a)°

6 0 Puedo quitarse un esponento quo afecta & la incgnita.
A este fin, la potencia que contiene laincognita ss pondra sola
en un miembro y luego se estraerd & la ecuacion la raiz del gra-

do que indica el esponento.

Si a-p(x—b)° = o

seré (x—b)° = c—a
[ —

luego x—b = Vc—a

60Un esponento 6 indico incdgnito puede representarse
como factor 6 divisor. A este fin, el término que tiene este espo-
nente 6 indice, se pondra solo en un miembro y luego se tomaran
los logaritmos de los dos miembros de la ecuacion.

X
Si a-f-b=c¢ Si \a+b= o sera
X
sera a*= c—b yla = c—b
luego x.loga = log(c—b) i loga = log (c—b)

7? Si los miembros de una ecuacién contienen cada uno
un término racional y otro irracional, serdn iguales separada-
mente los términos racionales y los términos irracionales.

Si a+ véC"= a'+tv/ b7
serd a=a'y b=1Db
Pues se sigue que _ _
a—a'=véb — Vb’
y si los dos miembros fuesen diferentes de cero, seria nna can-
tidad racional igual & otra irracional, lo que es absurdo. Lue-
go cada uno do los miembros es cero, y por consiguiente a igual
aa'y oigual 4 b' [cf. § 82 corol. para los nUmeros complejos].
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§. 103.

Preparacion y resolucion de las ecuaciones.

lo Preparar U ordenar ima ecuacion es transformarla en
otra equivalente, que redna las circunstancias siguientes:

1) que no tenga la incégnita afectada de un signo radical.

2) que no tenga la incégnita como denominador.

3) que todos los términos que contienen la incégnita formen
el primer miembro y los otros términos el segundo miem-
bro.

4) que el primer miembro esté ordenado segunlas poten-
cias decrecientes de la incognita.

5) que la suprema potencia de la incégnita tenga el coe-
ficiente -J-1.

Una ecuacion preparada U ordenada es:

s 3ax2ybx= ¢

2° Besolver una ecuacion es determinar el valor de laincog-
nita que satisfaga la ecuacion, es decir, que puesto en la ecua-
cion dada, haga & esta idéntica.
Un valor de la incognita que verifica la ecuacién, se llama
una raiz de la ecuacion.
Dada la ecuacion
2x-J-3 = 21—x
serax = 6 laraiz de la ecuacion
pues si se pone Gen lugar de X, la ecuacién se convierto en una
ecuacion idéntica
2. G+3= 21—G 6 bien15= 15

§. 104.

Resolucion de ecuaciones de primer grado con una
sola incoégnita.

Para resolver una ecuacién de primer grado con una sola
incégnita basta ordenarla, y & este fin se sigue el método siguiente:
1. Se quitan los denominadores, & lo ménos aquellos que
contienen laincognita.
2. Se resuelven todos los paréntesis que tienen la incognita,
3. Se quitan los signos radicales que afectan & la incognita.
4. Setrasladan todos los términos que tienen la incégnita
al primer miembro, y todos los que no la-tienen al se-
gundo.
5. Se reducen los términos semejantes -y se dividen todos
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los términos por un comun factor, siempre que se pueda.
G So saca como factor la incognita si estd contenida on
diferentes términos.
7. Se divide la ecuaciéon por el coeficiente de la incdgnita,
de modo que tenga por coeficiente la unidad positiva.

Ejemplo |. Buscar laincégnita a en la ecuaciéon
8x—4 _ ,, 19—3x
21 d 11

B esol. Multipliglese la ecuacién por el minimo comdn deno-
minador que es 7.3.2=42; se tendra
2 (8x—4) = 3.42—3(19—3x)
Quitando los paréntesis, se deduce &
16x—8 = 126—57-j-9x
y poniendo todos los términos con la incégnita en el primer miem-
bro, y los otros en‘el segundo, se saca
IGX — 9x — 12G— 57 + 8
y reduciendo los términos semejantes
x= 717
y finalmente dividiendo por 7, que es coeficiente de x, ce tiene el

valor de la incégnita
x= 1l

P rueba. Pongase el valor dex en la ecuacion dada y sera
8.11—4 0 19—3.1!. 88—4 0 19—33 84 _or 14

21 Ti ! 21 14 21 "r 14
6 bien 4=4
Ejemplo Il. Buscar x en la ecuacién:
1 a+tb _ 1 n—b

a—b X a-j-b X

Besol. Multipliquese la ecuacién por el minimo comtln mal-
tiplo de los denominadores que es (a-j-b)(a—b)x; se tendra

(a-f-b)x—(a-j-b)I(a—b) = (a—b)x— (a—b)2(a+b)
y cuando los términoscon x se ponen en el primer miembro y
los términos conocidos en el segundo, se sigue
(a-j-b)x — (a—b)x = (a-f-b)2(a—b)— (a—b)2(a-f-b)
luego sacando x en el primer miembro, y ademas los factores
comunes en el segundo, serd
(a-j-b—a-j-b)x = (a-j-b) (a—b) (a-j-b—a-j-b)
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y dividiendo por el coeficiente de X, que es también factor en el

segundo miembro se tiene
x=(a+b) (a—b)=a2—b2

Ejemplo I11. Determinar el valor de laincognitaen la ecuacion

2X+y/4x2—Tx—6=9
E esol. Pdéngase 2x en el segundo miembro para tener sola
la cantidad radical eu el primer miembro:
*fax2—7x—6 = 9— 2x
Abora la ecuacion se eleva al cuadrado:
4x2— 7x— 6= 81— 36x-f-ax2
Quitase 4x2 que est& en el primer miembro por el que esta
en el segundo, y luego poniendo la incégnita en el primer miem-

bro y lasconocidas en el segundo, se sigue

—7x+36x = 81-]-6
O bien 29x = 87
O finalmente x= 3
Ejemplo IV. Buscar el valor de x en la ecuacion

-y/Ix+ Va-fs = m:yéa-}-x
Resol. MultipligUese la ecuacion por el divisor y/u-j-x, y sera:
my/ax+x2+ a+x = m
eylax -(- x2= (Mm—a)—x
luego encuadrado:
ax-j-x2= (m—a)3—2(m—a)x-}-x2
Quitese x2 y pongase el término 2(m—a)x que tiene el factor

X en el primer miembro y sera

ax-J-2 (m—a)x = (m—a)a

de donde por reduccién:
. _ (m—a)2
2m—a

Ejemplo V. BuUsquese el valor de x en la ecuacion:
3x—1= ylux+I1+i (3x—1)
Resol. La ecuacion tiene el factor comin
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V8s+1 («)
pues 3x—I=(v~3x-f-1) (v'Sx—1). Dividiendo por este, se saca
V3I-1= 1+](VTX%1)
es decir i(vite—1) = 1
1= 2

V3i=3 3)
Elevando al cuadrado se saca
3x = 9 dedondex = 3
Por consiguiente r=3 sera la raiz de la ecuacion. Pero la
misma ecuacién tiene también otra raiz, quo resulta do la espre-
sion (a), que esfactor comdn de la ecuacion dada, poniéndola igual

4 cero. En efecto, de
Vv3x-fl - 0

se sigue 1 y/Ss = —1 y)
3x=1 y x=1

Luego tenemos dos raices x'=3 y
Es evidente quo el factor comin ha de suministrar otraraiz;
pues la ecuacién dada puede representarse en la forma:

(VE+i) (VA-i) = MK+d+ 1 (y'E+i) (vA-i)

Suponiendo ahora que el factor comun sea =0, uno y otro
miembro serd cero, y tenemos una ecuacion idéntica; luego la
condicion

V3x-(-1=0
satisface 4 la ecuacion dada.

Obsérvese:

1) Cuando una ecuacion tiene un factor comun que os la in-
cognita 6 una espresion cualquiera que contenga la incégnita co-
mo término, para evitar una ecuacion de grado superior, la ecua-
cion debe dividirse por dicho factor. Asi en el ultimo ejemplo, la
ecuacion dada se reducira & una ecuacion del segundo grado, si

no se divide por ~/3x-{-I.

2) Si la incognita x es factor comun de la ecuacion, unare-
solucion seréa x=0.

3) Si es factor comun una espresion quo contiene la incég-
nita_como término, una resolucién so sigue, igualando dicha es-
presion & cero.
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4) Las verdaderas resoluciones del udltimo problema son
VI31= 3; = —1

que tenemos en (/3)y (y), 6 también, si se divide por y/ 37

v*=v3; —"73
con sus signos respectivos. Al efectuar la prueba, el valor de v/3x
lia de sustituirse en la ecuaciéon dada, y tomando los valores ulti-
mos x=3, x=1J, las raices cuadradas pueden tener dos signos; los
verdaderos signos son los anteriores y los opuestos no verifican la
ecuacion.

§. 105.
Ejemplos de aplicacién.

Plantear un problema es espresar sus condiciones en forma

algébrica.

Para plantear un problema

1) sebosea la cantidad que es verdaderamente la incognita y
por mediode la cual pueden hallarse todas las otras cantida-
des que se buscan, si es que existenen el mismo problema.

2) se efectan con la incdgnita todas las operaciones indicadas
en el problema, perfectamente como si la incognitafuese una
cantidad conocida.

3) sebusca en el enunciado del problema la doble esprresion de
la misma cantidad que sirva defundamento « la ecuacion.

Ademas se debe tener cuidado de no introducir mas inc6g-

nitas de las que se necesitan absolutamente. EIl planteo de pro-
blemas se adquiere solo con mucho ejercicio y un examen tran-
quilo de las condiciones que forman el problema.

Ejemplo I. Una escuela contiene 4 cursos diferentes y un
nimero total de 134 escolares. En el segundo curso hay 5 esco-
lares mas que en el primero, en el tercero 6 mas que en el se-
gundo, y finalmente en el cuarto 7 mas que en el tercero. Se quie-
re saber el nimero de los escolares en cada uno de los cursos.

Kesol. 1). Se buscan cuatro cantidades, pero se ve que las
ultimas tres serdn conocidas, conociendo la primera, que es el
numero de los escolares del primer curso. Luego este nUmero
es.'la verdadera incognita que designamos por X.

2) Se indican en el problema algunas operaciones algébricas
que pueden efectuarsey son las siguientes:

el primer curso tiene x escolares, luego
el segundo curso tiene x-]-5
el tercer curso tiene x-]-5-j-6=x-]-Il
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el cuarto curso tiene x + 11+ 7=x + 18.

3) Tenemos en el problema una doblo espresion do una mis-
ma cantidad, & saber, el nimero total 131 do todos los escolares
es igual & la suma do los escolares que hay en los diferentes cur-
sos. Luego se saca la ecuacion

X+ (x+ 5)+ (x+11)+ (x+ 18)=134
de donde x=25

Por consiguiente, el primercurso tiene 25 escolares, el se-
gundo 25-(-5=3U, el tercer 30+5=30, el cuarto 30+7=13.

Ejemplo Il. El Urea de un jardin gne tieno una forma rectan-
gular es 5 veces mayor que la do otro que tiene la misma for-
ma. El primero tieno 192 metros de largo y 180 do ancho;
el segundo tiene 90 metros do largo. Se busca el ancho del so-

undo.
9 Resol. Es sabido que el &rea do un rectangulo es igual al
producto de los nimeros que espresan su largoy ancho.

1) No tenemos -sino una incognita, quo es el ancho del segun-
do jardin y se designaré por x.

2) La doble espresion do una misma cantidad esta conteni-
da en la condicion de que la quinta parte del primer jardin es igual
& la superficie del segundo.

3) Pero la superficie del primer jardin os el producto de su
largo por su ancho, luego =192.189 Q"; y la superficie del se-
gundo jardin es 96.x Q ”. Luego por 2) so tieno

+ 192.180 = 96.x
de donde x = 72 metros.

E-templo I11. Un agrénomo tuvo que vender 60 bueyes por
falta de pastos, bastando solamente para 14 semanas en lugar
de 20. Se busca el nUmero de todos los bueyes que tenia.

Resol. 1) No tenemos sinouna incégnita x que es el nume-
ro total de los bueyes.

2) Si teniax bueyes al principio, al fin no tenia sino x—60.

3) La provisién que basta para x animales en 14 semanas,
es la misma que basta para (x—60) en 20 semanas. Ademas Ssu-
pénese en el problema quo la provision quo so necesita para un
animal en una semana siempre es la misma cantidad, y por con-
siguiente una constanto que puede tomarse como unidad de lapro-
vision. Luego el planteo del problema serd el siguiente:

Un buey consume en 1 semana 1 unidad de provision

x bueyes consumen en 1 semana x unidades "

X " 14 semanas 14.x ,, "

Por consiguiente la provision del agronomo es 14.x unida-
des. Pero tenemos otra espresion do la misma cantidad: rotieno
x—60 animales y la misma provisién basta para estos en 20 so-
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manas, de donde
x—60 bueyes consumen en 1 semana x—60 unidades de provision
x—60 ,, . 20 semanas 20 (x—60) ,, .
Por consiguiente la misma provision tiene la doble espresion
14.x y 20(x—60) y por esto es
14x = 20 (x—60)

14x = 20x—1200
Gx= 1200
x = 200

Luego tenia 200 bueyes.

E jemplo. IV. Partiendo dos méviles al mismo tiempo de los
puntos Ay B, que distan entre si a metros [fig. 33], recorren la
recta AB y su prolongaciéon con movimiento uniforme, marchan-
do en el sentido AB. Sus velocidades respectivas son vy V' me-
tros por minuto. Se quiere saber cuél es la distanoia de los pun-
tos Ay B al punto de encuentro de los dos méviles y el tiempo
que tardan en recorrerla.

Resol. Essabido que el camino recorrido es igual al produc-
to de la velocidad por el tiempo, cuando aquella es uniforme.

Se buscan tres cantidades, pero existen relaciones sencillas
entre unas y otras. Espresando por x & la distancia de A al pun-
to del encuentro, la (Estancia de B al mismo punto sera x—a.
Ademas el tiempo del movimiento es el mismo para ambos mé-
viles, y sera igual al cociente del camino por la velocidad res-
pectiva. Espresando ya este tiempo por el camino del primer moé-

vily la velocidad v, se tiene para su espresion - , y designando-
lo por el camino del segundo y la velocidad correspondiente V',
se saca como segunda espresion del tiempo ~ 7~ mLuego sera

X X—a
Vv V'
dedondex= -5"— @

y esta serd la distancia desde A hasta el punto del encuentro. La
distancia desde B hasta el mismo punto es

y el tiempo que tardan los méviles hasta llegar & encontrarse, es

Discusion ue 1as féormulas. Si V]>Vl el valor de x en (a) es
positivo y si v<V el mismo serd negativo, es decir:

En el primer caso los méviles van encontrandose en un punto
que estd en la prolongacion de AB en el sentido de AB. Pues su-
ponese esta direcciébn como positiva, y como v]>v—V serd

v_V >1 luego x= a.yZ.y->serd> a
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luego el punto de encuentro eaen la prolongacion do AB. Ade-
mas el tiempo queesta en (y) es positivo, es decir, el encuentro
se sigue después de la partida.

En el segundo caso, el valor de x es negativo y el encuentro
tiene lugar en el lado opuesto, en la prolongacién de AB en el
sentido BA,y como el tiempo en (y) también es negativo, se in-
fiere que esto encuentro tenia lugar antes do partir los mdviles
de Ay B, lo que es verdadero, si estuvieron en movimiento fiutes
de llegar & AyB.

Siv=v'el valorde x como el del tiempo se haran infinitos,
lo que se esplica facilmente, no pudiéndoso encontrar los mévi-
les por grande que sea el camino recorrido y el tiempo gastado
si las velocidades son iguales, 6 bien puede decirse que no se en-
cuentran sino después de un camino infinitoy un tiempo infini-
to que nunca acaban. En efecto, aproximandose el valor dev mas
y mas al valor de v, el valor de x en(a) va aumentandoy fi-
nalmente acaba con ser infinito si v/=v.

Pero puede suponerse también que la distancia entro Ay B
sea =0, es decir que a=0 y que los mdviles partan de un mis-
mo pnnto A. En este caso serd a y el tiempo del encuentro =0,
lo que dice, que el encontrarse no tiene lugar sino en el momento
del salir. Pero si& un tiempo se supone a=0 y v'=v, tendremos

x= gy eltiempo = g. En efecto, unay otracantidad sera ver-

daderamente indeterminada; pues silos moéviles parten & un tiem-
po del mismo punto y con la misma velocidad, siempre irdn jun-
tos en todo el camino y en todo tiempo posible. Luego aqui el
simbolo g representa cualquier distancia desde A y cualquier

tiempo, y es realmente un signo do verdadera indeterminacion.

Finalmente, siVv' toma un signo opuesto, es decir si el se-
gundo movil va en direccion opuesta, en el sentido BA, el encuen-
tro tendrd lugar entre AyB. Pues la férmula (a) so convierto ca

X==q Vv
y como v</y-|-v' serd
-O es decir sera x<>

Si v'=0, serd x=a, es decir, el primer mévil encuentra el
otro’ en B.

Se verifican todas las suposiciones posibles en las férmulas
generales («")y (y), y so ve la grande utilidad do férmulas ge-
nerales que tienen cantidades indeterminadas (y variables,' on iu»
gar de determinadas.
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s. 106.

Con dos incdgnitas.

Por medio de dos ecuaciones con dos incégnitas se puede de-
terminar el valor de cada una. A este fin se debe eliminar una
de las incognitas, de manera que salga una ecuacién con una sola

incégnita.
El sistema de dos ecuaciones preparadas con dos incognitas
es
as +tby = ¢ 1)
a'x+by= ¢ (2)

en donde a a', b, b', ¢, ¢' son numeros cualesquiera, y se necesi-
ta que una ecuacion sea independiente de la otra, es decir, que
una no sea solamente una transformacién algébrica de la otra,
que sigue por aplicacion del § 102. Pues en este caso tendriamos
solamente una ecuaciéon en forma diferente.

Los diferentes métodos de eliminacién son los siguientes:

I. Método de sustitucién. Por este método, el valor de una
de las dosincognitas se busca en una de las dos ecuaciones por
medio de la otra incégnita, y el valor asi encontrado se pone en
la otra ecuacion.

De las ecuaciones

ax-l-by=c (1)
a'x-(-b'y=c’ (2;
se sigue
B-
a
a'x +b"\ =c/ +b'y = ¢
ba'x+cbh'—ab'x= be' ca'—ba'y-)-ab'y = ac'
(ba'—ab")x= be'—cb’ (ab'—ba')y = ac'—ca'

__be'—cb* __ac'—ca'
ba'—ab' ~ ab—ba

Il. Método de comparacion. Se busca el valor de una misma
incégnita en unay otra ecuacién, y poénense iguales los dos valo-
res asi encontrados.

De las ecuaciones

ax+tby=e 1)
a'x-f-b'y=c' (2)
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He signe que
B.
c—by
c'—a'x f
r 7 t 4
c—bax c _ba'l X luego c—by_ c¢—b'y luego
cb'—ab'x= be'—ba'x ca'—ba'y= ac'—ab'y

(ba'—ab') x = be'—cb’ (ab'—ba')y= ac'—ca’
__be'—cb' __ac'—ca'
S ba'—ab' ¢ ab'—ba'

IH. Método de los coeficientes. Las dos ecuaciones se mul-
tiplican por dos nimeros convenientes, de manera quela misma
incégnita en unay otra tenga un mismo coeficiente, y luego las
dos ecuaciones se suman ¢ restan segun que sean desiguales 6
iguales los coeficientes de aquella incognita.

Por este método de las ecuaciones

ax-f-by = ¢ 1)
a'x-j-b'y = c' )
A B
la primera se multiplicara por i', la primera se multiplicara por «',
la segunda por b la segunda por a
ab'x-)-bb'y=cb’ aa'x-|-ba'y=cn’
ba'x-f-bb'y=bc’ aa'x-j-ab'y=ac'
se restan: se restan:
(ab'—ba')x=cb'—be’ (ba'—ab')y=ca'—ac.'
__cb'—be'
S ab'—ba' ba'—ab’

1Y. Método del factor indeterminado (método de Bozou).
Una de las ecuaciones se multiplica por un factor indeterminado
til, y se réstala otra de la ecuacion asi transformada; en lanue-
va ecuacion, el coeficiente de la incégnita que quiere eliminarse,
se pone igual & cero y asi se determina el factor indeterminado
tu, cuyo valor so sustituye en laotra parte do la ecuacion.
Multiplicando la primera de las ecuaciones
ax +by =c¢ 1)
Vx+b'y=c' (2)

por el factor indeterminado m, tendremos las ecuaciones
mnx-f-niby = me
a'x-f- b'y= ¢

y restando la dltima de la primera:
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(ma—a') x + (mb—b")y == me—c'

Ahora péngase («
. B.
el coeficiente de y igual & cero, el coeficiente de x igual & cero,
mb—b'=0 ma—a' = 0.
C
dedonde m=b- (/) dedonde m==o )

De la ecuacién (a) queda: Déla ecuacion (<¥) queda:
(nfa—a')x = me—c' (mb—b')y = me—c'

y aqui sustituyendo el valor de y aqui sustituyendo el valor de m

m que esta en (/?), se tiene que esta en (y), setieno

(g-a a)x= ~c ¢ (i“sb b')y =

c c
(ab'—ba')x = cb'—be' (ba'—ab")y =ca'—ac'
cb'—be' __ca'—ac'
ab'—ba’ N ba'—ab’
§. 107.
Ejemplos.

Ejempio |I. Sean las ecuaciones

x+17y = 300 1)
lIx —y=104 (2)
Kesol, Por el primer método de sustitucion:
s =300 — 17y
11(300—17y)—y = 104
3300—187y—y = 104

188y = 3196
y= 17
Péngase este valor en la ecuacion (2) y ee tiene
1Ix—17 = 104
lx = 121
x= 11
P rueba.
11+17.17 = 300 6 bien 11+289 = 300
11.11—17 = 104 121— 17 <= 104
Ejempio Il. Sean
5x+3v = 42 (1)
x—2y= —2 .(2)

Besol. Por el método de comparacion:
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42—5x
= '¢ do dondo
2+x ) W ¢
y= 81—10x = G+3x
13x = 78
x= G

Do la segunda ecuacién so signo

Y — -2 ¢ 2% 6

3 2 2
Luego .r=G, y=4 son los valores buscados.

Ejemplo. I1l. Sean
4x—CGy= 8
3x+2y =19

Resol. Por el método do los coeficientes.

B-
Multipliquese la primera por

A
Multipliquese la segunda por
a 3, la segunda por 4, y sera

3,y sera
4x—Gy= 8 12x—18y =24
9X+6y=57 12x-j- 8y=7Gréstese lal"

suma  13x =65 26y = 52

X =5 y = 2
Ejemplo IY. Sean 4x—3y=—2
3x—2y=—1
Resol. Por el método del factor indeterminado.

4 mx—3my=—2m
3x— 2 jem—1

(4m—3) x—(Bm—2) y= —2m-f-I
B.
Para 4m—3=0 sera
m=j y
—Bm—2) y=—2m+I

A.
Poniendo 3m—2=0 sera
m=§ y ademas
(4m—3).x=—2m +I

(4.8-3)x=-2.8+1 —(3.f—2)y=—2JH-1

—ix—1 —ly=—7

x= 1 y= a
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Nota. Muchas veces conviene formar ecuaciones mas sencillas
en lugar de las dadas, como se ve en los ejemplos siguientes.

Ejemplo Y. y'x-I-y = *_H> 1)

X—y = (a—b) V'x+y (2

Resol. La segunda ecuacion después de ordenada seria del se-
gundo grado. Puede evitarse el segundo grado, elevando (1) al
cuadrado, y poniendo a+b que tenemos en (1), en lugar de la
raiz que estden(2). Se obtienen las ecuaciones simples:

(a+b)2
a2—b2

X+y
X—y
Sumando y restandose obtiene:

x=a(a+ b); y=b(a-]-b)

Ejemplo VI. Buscanse x é y en las ecuaciones

J(a+tb—cjx+J (a—b+c) y=a2+ (b—c)2
| @—b+c)x-j-£ (a-fb—c) y=a2—(b—c)2

Se hallaran ecuaciones mas simples
1) por adicion de las ecuaciones propuestas, de donde

ax-j-ay = 2a2 O6bien
X+y = 2a 1)

2) por sustraccion:

(b—cx+H{—b+te) y = 2(b—c)*
de donde x—y = 2(b—c) 2)

Ahora se obtendran los valores de x é y, sumando y restan-
do las ecuaciones simples (1) y (2), y seran:

X = a-)-b—c
y = a—b-(-c

E jemplo de aplicacion. Un maestro y su compariero recibieron
42 pesos 5 reales para una obra, y trabajaron el maestro 14 dias,
y el compafiero 24, logrando el primero en Gdias de trabajo 9 rea-
les mas que el ultimo en 8 dias. Se busca el jornal de cada uno.

Resol. Sea x el jornal del maestro é y el (le su compafiero, y
sera la hechura del primero 14.z y la del segundo 24j/; por con-
siguiente lograron ambos X4j2|-24i/ y esto es igual & 42 pesos 5 rea-
les =341 reales. Luego se tiene la ecuaciéon

14x+24y = 341 )

Ademas, en Gdias de trabajo el maestro logré 6a;, y en 8 dias
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el compariero 8y; luego para laseguuda condicién del probloina
so saca la otra ecuacion
6x=8y+9 (a)

Multipliquese esta ecuacion por 3, poniendo a4 un tiempo la
cantidad y en el primer miembro, y sera

18x—24y = 27 3)

Sumando 14x-]|-24y = 341 1)
se sigue 32x = 368
x= ll¢

Péngase este valor de x en (2) y se obtendra

69 = 8y+9
de donde y= m™

Luego el jornal del maestroes1 1 y el del compafiero 7J
reales.

8. 108

Con mas de dos incognitas.

Dada una ecuacion con varias incégnitas, el valor de las ul-
timas no puede hallarse de manera que sea determinado. Para
determinar perfectamente las incognitas, se necesitan tantas ecua-
ciones independientes unas de otras, cuantas incognitas hay quo
determinar.

Por los' métodos ya espuestos, y un sistema do n ecuaciones
independientes se hallardn las n incognitas que contienen, elimi-
nando primeramente una de las incognitas, con lo cual se obtiene
un sistema de n—1 ecuaciones con n—1 incégnitas; luego seeli-
minaréa otra incognita de este sistema, y se tendrad un sistema do
n—2 ecuaciones con n—2 incoégnitas; y asi empleando siempre
el mismo procedimiento, finalmente se sacard una ecuacién con
una sola incégnita, cuyo valor por lo tanto puede determinarse.
El valor asi encontrado so sustituye en una ecuacién del sistema
precedente que tiene dos incognitas. Después so sustituyen los
dos valores ya determinados en una ecuacion del sistema antepe-
nultimo y se hallard una tercera incognita, y en adelante siempro
do la misma manera, sustituyendo los valores ya encontrados en
una ecuacién del sistema que precedo inmediatamente, so saca-
ran todas las incognitas.

Ejemplo I. Por el método de sustitucion resuélvaso el siste-
ma de las ecuaciones siguientes:
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1) 2x+3y-fdz= 29 )
2) 3x+4y—5z=-2 [ *)
3l 4x—5y-)-Gz=17 )

Resol. Se sigue de la primera ecuacion

4 7= 3

y sustituyendo este valor de z en las ecuaciones 2) y 3) sera:
3x+4y _5J29-2z-3yL = _ 2

4x—5y+ 6(29 3y> - 17

dos ecuaciones con dos incognitas, las cuales por reduccion toma-
rdn la forma mas simple

5) 22x+31ly = 137 1

6) 2x—19y= —53 ) Ao

De la ecuacion 5) se deduce
7) y= 13-~ 2a*
y cuando este valor de y se sustituye en la ecuacion G
2x—19(137—22x)_—g3

una ecuacién con una sola incégnita, de donde se saca:
X=2
Péngase abora el valor de x ya determinado en la ecuacién
QG del sistema (I1) 6 también en la ecuacién 7), y se deduciré:
y=3
y finalmente poniendo los valoresde x éy en la ecuacién 4) se
sigue:
z=4

E jemplo H. Por el método de combinacion lian de resolverse
las ecuaciones:
1) 2x-|-3y—4z=—2
2) 4x—5y-j-6z= 22
3) G«—7y—8z=—50

Resol. Para zse bailan los valores
4) z= 2x-f-3.v
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22— A4x+5y
G

6) 7 fSOFG—Ty

5) z=

luego combinando 4) con 5) y 6) se tendra

2+2x+3y _ 22—A4x+5y
i G

2-(-2x+ 3y 50+ 6x—7y

i 8
6 bien 7) 14i-y =38 "
8) —2x+13y=4G an
por donde y tiene los valores
>9) y=14x—38
_. 4G +2x
10) y= 13
los cuales por combinacién dan
14x—38 = --+ 2x
. 113
de donde so infiere:
X=3
Esto valor puesto en 9) nos suministra:
y=4

y finalmente, cuando los valores de a: éy se sustituyen en 4), so
tendra:

Z=5

Ejemplo II1. Por el método de los coeficientes, resuélvanso las
ecuaciones:
1) 4x—3y—2z=—11
2) bx—4y+3z= 18
3) 6x—by—4z=—25

Resol. Para eliminar z, multipliqGese 1) por 3y 2) por 2, y
se tendra:
12x—9y—62z=—33
10x—8y-j-uz= 3G luego sumando

4) 22x—17y=3

Do igual modo puede restarse la ecuacion 3) del doble de la
ecuacion 1):
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8X—Gy—4z=—22
6x—5y—4z=—25
5 2x—y= 3
Las ecuaciones 4) y 5) forman un sistema con dos incdgnitas.

Multiplicando 5) por 17y restando déla ecuacién asi transforma-
da laecuacion 4) se tiene:

34x—17y=51

22x—17x= 3

12x="48
X=4

Péngase este valor de a en 5) y seré:
y=5
y cuando los valores dea é y se sustituyen en 1) se tendra:

Z=6

Ejemplo IV. Por el método delfactor indeterminado resuélvase
el sistema:
1) x+2y+3z=38
2) 4x—3y+ 2z=16
3) 3x-|-4y—5z=4
Resol. Dadas n ecuaciones con n incégnitas, se multiplicaran
n—1 de las mismas con n—1 factores indeterminadas y sesuma-
ran todas. Luego multiplicaremos 1) porp, 2) por q y sumaremos
estas dos ecuaciones asi transformadas con la Ultima. Por esto se
tiene:
4) (pt49-4-3)x-H2p—3q+4)y+(3p-1-2q—5)z=38p-fIGq+4

Para hallar x de una manera que sea independiente deyy z,
los coeficientes de estas cantidades se igualardn & cero:

5) 2p—3qg+4=0
6) 3p+29—5=0

por lo cualla ecuacion 4) se reduce &
(p+49-]-3) x=38p+ 16qg+ 4
6 bien & 7 s = 38p+ICg-.4
: ) PD+4q-vg»3<'
Los valores dep y g se hallaran por medio de 5) y 6) y serén
7 22
P= 13; 4= 13

y sustituidos estos en 7) se sacara
X=5
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Ademas, para determinar y do una manera independiente, eri
4) los coeficientes de x y zse igualaran & cero:

8) p4-49-{-3=0
9) 3p-f2g—5=0
de'dondo se saca

y como la ecuacién 4) se reduce &
(2p—3q+4)y = 38p-f-IGg-f4

_ Bpj-16g+ 4
3 2p—3q+4
sustituyendo los uGltimos valores dep y g, se tendra
y=6

Finalmente, para hallar z, en 4) pénganselos coeficientes de g,

é y iguales a cero:
10) p-f4q+3=0
11) 2p—3q+4=0
por donde

y la ecuacion 4) se reduce &
(3p+2g—5)z = 38p-f-1GQg-f4
38p+ICg+4
3p-)-20—5
6 cuando los valores dej>y q se sustituyen, sera
z=7
Nota. En todo caso particular se seguirdn los métodos que
conduzcan al resultado tan pronto como sea posible. Asi por ejem-
plo, en el dltimo célculo, después de haber encontrado a;=5, so
puede sustituir este valor inmediatamente en las ecuaciones 1) y
8), por donde se tiene el sistema cie ecuaciones
2y+3z= 33
4y—57z=—11

con las dos incognitasy y z, que so determinaran por el tercer
método.
E jemplo V. Resuélvanse las ecuaciones:
1) X+y+z= 3a+ b-j-c
2) x+y-f-t= a+3b4-c
3) x—z—t= a-j- b—c
4) y-fz—t= 3a— b—c
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liesol. Se formard un sistema con las tres incégnitas x, y, z,
eliminando t por adicion de 2) y 3), y despuésde?2)y 4). Tendre-
mos el sistema:

5 x+ y-Jz= 3a-|-b-))
6) 2x+ y—z= 2a4-4b [ ()]
7) X+ 2y-)-z= 4da|-2b )

Abora puede formarse un sistema con las dos incognitas xéy,
sumando 5) y 6)y después 6) y 7), lo que da

8) 3x-)-2y = 5a-f-5b-jc ) iTTD
9) 3x-f3y = Ga+Ob ]

Restando 8) de 9) se tiene

y=a+b—c {a)
La ecuacion 9) nos suministra
x-f-y=2a-j-2b
x=2a-f-2b—y
X= a+b+c (/3)

Para bailar el valor de z se deduce de 5)
z=3a+b+c—(x+y)
Pero x-f-y=2a+2b, luego serd
Z=a—b-f-c )
Finalmente se tendrd tpor la ecuacién 2)

t=a+3b+c—(x-fy)

de donde
t=b+c—a )

§. 109

Teoria de las desigualdades.

1. Los Minemos generales del cdlculo con desigualdades s

las siguientes, que se demuestran facilmente:
A. Una desigualdad.
1) No se altera una desigualdad, afiadiendo 6 quitando & sus dos
miembros una misma cantidad, cualquiera que sea el signo de esta.
Si a”>b serd a+c~~>b+c. Siguese
a) Puede trasladarse cualquier término de un miembro de
una desigualdad & otro, mudando el signo do dicbo tér-
mino. Si a—b>c —d serai a—b--d>c.
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/?) Cualquiera desigualdad puedo reducirse do manera que
el segundo miembro sea cero. Si a—b>c — d sora
a—b—c+d>0.

y) Pueden mudarse & un tiempo todos los signos do una
desigualdad, invirtiendo al mismo tiempo el signo que in-
dica la desigualdad. Si b—a~>—c ser& a—b<c; equi-
vale, pues, esto & trasladar todos los términos al otro
miembro.

2) No se altera tinadesigualdad multiplicando ¢ dividiendo sus
dos miembros por una misma cantidad positiva; pero si esta canti-
dad es negativa, se debe invertir el signo de la desigualdad. Si
—7 >—8 ser&a—7.372>—8.3; pero multiplicando por — 3, sera
-f-7.3<”-)~-8.3. Se demuestra facilmente en general.

3) Una desigualdad queda verdadera, sustituyendo en el mayor
miembro otra cantidad, de manera que este miembro se haga aun
mayor, 6 en el menor miembro una cantidad que la haga aun menor.
Si a—b>c y d~>a, sera afortiori d—b>c; y si e<d>, sera
aforliori a—e>c; y finalmente sif<~c, seraaJortiori a—b~">f.

B. Dos DESIGUALDADES.

1) Pueden sumarse miembro & miembro dos desigualdades que
existan en el mismo sentido. Si a~>b, c”>d, se verifica a-f-c}>b-)-d.
Perosi a>b y c<[d, no se sigue a+c>b-|-d.

2) Pueden restarse miembro & miembro dos desigualdades que
lo sean en sentido contrario, dando & la desigualdad resultante el
signo de la g ue sirve de minuendo. Asi de a”>b, c<”d, sededuce
a—c>b—d Perode 8]>7 y 67>2 lio se sigue 8 —G}>7—2.

3) Pueden multiplicarse miembro & miembro dos desigualda-
des que lo sean en el mismo sentido, con tal que sean positivos los
dos miembros de cada una. Si a]>b, c”>d, sera ac”>bd, si to-
das las cantidades son positivas. Pero si 5>3 y —(i> —1,u<;
se sigue —5.6>—3.7.

4) Pueden dividirse miembro & miembro dos desigualdades,
que se verifican en sentido contrario y entre dos cantidades positi-
vas, dando & la desigualdad resultante el signo de la quesirva di

dividendo, Sia>b y c<[d, sera a ~ si todas las cantidades

son positivas; pero de 10>8 y 57>1 no se sigue v~>\.

Como consecuencia de 3) se saca:

5) Puede elevarse cualquier desigualdad & cualquier jxtlencia
con espoliente impar; pero si el espoliente espar, los dos miembros
de la desigualdad tienen que ser positivos. Si 3>2, 37> — 2,
—3 < —2 serd 33>23, 33 (—2)3 y (—3)3< (—=2)3. Pero si
3>2, y 3>—5so0lo sera32>2 2 y no serd 33> (—5)3.

6) Puede estraerse & cualquier desigualdad cualquier raiz de.
grado impar; pero si laraiz esde grado par, losdos miembros de la
desigualdad tienen que ser positivos y & la mayor raiz se lepondra
el signo + . Asi de las desigualdades 27>8, 27>—8, —27<—38,
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se saca estrayendo la tercera raiz, 3>2, 3> —2, —3<—2,
Ademas si 16 >9; se sigue estrayendo la raiz cuadrada, 4> + 3,
pero no se sigue —i~>+3. Luego dada la espresion (a—b)2/>
(c—d)3, serd a—b >c—d si a—b es positivo.

Il. Desigualdades con incégnitas.

A- Unaincognita. Las reglas que acabamos de esplicarjbas-
tan para determinar los limites de una incégnita dada por una
desigualdad. Si, por ejemplo, para * se tiene la condicién general

ax-f-b>c-t-dx (1)

haciendo la trasposicion y reduciendo, se sigue

(a—d)x>c—b
de donde b
x> =" sia_d esuna cantidad positiva.
c—b

X < si a—d es una cantidad negativa.

a—d
La primera espresion da un limite inferior, y la segunda un
limite superior de la incégnita.
B- Mas de una incdégnita. Teniendo dos desigualdades con do§
incégnitas
ax -j-by > ¢
a'x-J-b'yj>c'
deben distinguirse tres casos, segin que aya' teDgan & la vez
signos positivos 6 negativos, 6 signos contrarios.
I. Si ay a' son positivos, se tendra
* > _bJ . Cl_bly
luego x ha de ser mayor que la mayor de estas expresiones, y en esta
podré asignarse & y un valor arbitrario.

Il. Siay a son negéativos, se tendra

G—by. c'—b'y
a

X <

luego x ha de ser menor que la menor de estas espresiones,'dando
en esta &y un valor cualquiera que sea.
Il. Siay a' tienen signos contrarios, por ejemplo si af>0
y a'<0 serd
G—by c'—b'y

X > a X <
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y esto exige que se verifique la desigualdad
c'—b'y c—bv

a a
por lo cual so determina un limito doy, y so uniran & cada va-
lorde y, que satisface & esto limite, los valores do x correspondien-
tes comprendidos entro los limites de esta incognita.

Las mismas consideraciones nos conduciran a la di termi-
nacion dolos limites c(o dos variables, dado un sistema de varias
desigualdades entre dos variables. Sea por ejemplo:

2y—x >0
1—2x—3y>0
7+4*+ y>0

Resolviendo respecto & x, se tiene

X<2y ; X< 1+°Z; x> — (&)
Luego se debe tener & la vez
0, 7+y. 1—3y_ 7+y
i'> 4 2 N 4
y sededuce y+>—f, f. Luego, siy ha de ser 'entero, no tie-

ne otro valorsino Oy 1
Para y=0, de (a) se saca

x<0; xd; x>—J=—Ij

luego al valor 0 dey solo corresponde el valor —1 de x con tal
gue x sea entero.
Para y=1, de (a) se sigue

X<2; X< —1;, x> —2

No corresponde un entero & estas condiciones.
Por consiguiente las desigualdades propuestas [solo pueden
satisfacerse por el par de valores y=0, x=—1.

ECUACIONES INDETERMINADAS 1)E PRIMER GRADO.
s. 110

De las ecuaciones indeterminadas en general
1o Cuando el nimero n do las incognitas oscedo al numero

m de las ecuaciones dadas para resolver, pueden eliminarse tan-
tas incognitas cuantas ecuaciones hay, menos una, y quedara fi-
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nahnente para resolver una ecuacion con n—(m—I)=n—m-f-1
incognitas. Tal ecuacion resultante es indeterminada, pudiendo
sustituirse una infinidad de valores diferentes é independientes
uno do otro en lugar de n—m de estas incégnitas, y tomara por
esto también la ultima incoégnita una infinidad de valores dife -
rentes.

Lldmanse por lo tanto indeterminadas las ecuaciones siempre
que esceda el nimero de las incégnitas al de las ecuaciones da-
das. El célculo, cuyo objeto esresolver ecuaciones de esta espe-
cié, dicese el analisis indeterminada.

Si se exige que sean enteros todos los valores de las inc6g-
nitas, podra no ser infinito el ndmero de soluciones, y aun &
veces no tendra el problema solucion alguna, principalmente si
se afiade la condicién de que ademas de enteros, sean los valores
también positivos.

El objeto de la andlisis indeterminada es, pues, hallar los cafo-
res enteros y positivos de las incégnitas que entran en las ecuacio-
nes indeterminadas.

2? El caso mas fécil es la solucion de una ecuacién con dos in-
cognitas, que tiene la forma general
axtby=c (1)

en donde a, b, ¢, son numeros enterospositivos y ademas ay bpri-
mos relativos entre si.

a) Puede, pues, a hacerse siempre "positivo, y si tenemos -(-6
como coeficiente de y, también ¢ tendrad el signo positivo, supo-
niendo quex é y han de ser niUmeros positivos. Ademas, si —bes
coeficiente de y, tenemos del mismo modo ¢ con signo positivo,
cumpliéndose la condicion by<jax. En la condicién opuesta
byj>ax, la cantidad e=—c' seria negativa; pero la ecuacion
ax—by=—c"' puede escribirse by—ax=c', ecuacién que tiene la
forma (1) y son b, a, d positivos.

b) Ademas, toda ecuacion de primer grado con dos variables
puede reducirse & la forma (1) en donde a, b, ¢ notengan un fac-
tor que seacomun & todos. Ahora, si a y ituvieren un factor co-
muan d, dividiendo la ecuacion por este factor, tendriamos una
ecuacion de la forma

a'x+b'y = go
En la suposicion que x é y han de ser enteros, como a'y b* lo
son, todo el primer miembro lo es también y por consiguiente
también lo seria el segundo miembro | y c seria divisible por d,

que divide 4ay 6. Pero esto no es posible, pues reducida la
ecuacion & su forma mas sencilla, & una vez a, b, ¢ no tienen un
factor coman. Luego ay 6 no tienen un factor comun, y para que
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«na ecuacion con dos incégnitas pueda resolverse en nimeros en*
teros, es necesario que la ecuacién reducida & su forma mas sencilla
tenga por coeficientes de las incognitas nimeros relativos primoi
entre si.

3° Por la condicién de que los valores do las incognitas sean

ndmeros enteros y positivos se infiere ademas:

a) las ecuaciones de la forma ax-j-by=c no tienen sino un
numero limitado de valores para las incégnitas. Siendo,
pues,

c— bv c— ax
X==~ir”~: y=-b—

para que x é y sean positivos, lia de ser by<~c y ax<”c,
luego y<£ y X<~ yademas hadeser y>0 y r> 0.

b) las ecuaciones de la forma ax—by=c tienen un ndmero
ilimitado de valores para lasincégnitas. Pues sera

__c+ by . c+ax
1 a y b

luego serd x siempre una cantidad positiva por grande que
seay, 6 y serd una cantidad positiva, siax>c 6 por
grande que sea.

s, 111

\Y
Primer meétodo de resolucién de una ecuacion con
dos incognitas.

Para resolver la ecuacién ax+by=c, se busca el valor do la
incognita que tiene el menor coeficiente, completamente como
si la otra fuese conocida. Se espresa el cociente asi encontrado
por un entero y un quebrado, y este quebrado se ponoigual &
una tercera incognita p. La nueva ecuacién asi formada so re-
suelve buscando la segunda incégnita por medio de la tercera,
espresando el nuevo cociente que se encuentra de igual modo
por un enteroy un quebrado, y este nuevo quebrado se pone
igual & una cuarta incégnita  Repitiendo siempre el mismo pro-
cedimiento, finalmente se encontrard para una do las incognitas
auxiliares un valor que no es fraccionario, sino entero. Este valor
se sustituyo en la ecuaciéon de las incégnitas quo precede inme-
diatamente, por lo cual se obtieno la incégnita precedento; y
sustituyendo el valor do esta en la ecuacién quo precede, so ha-
llard otra incégnita &a. Hallada la altima incégnita auxiliar con
sus valores diferentes que satisfacen & las condiciones de la oeua-
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cion, finalmente se determinaran los valores correspondientes de
les incégnitas buscadas.

P roblema |. Determinar los valores (enteros y positivos) de
X €y en laecuacion
3x+5y=49

Resol. Teniendo x el menor de los coeficientes, sera

) NN Y 1—2y
c= 13 1 16—V- 3 sea p 3
_ 1—=3p_ ps P sea q I?P

p = 1—2g queesentero.
Por sustitucién sucesiva es

p=1—2q
y=—p+q=—I+3q
x=16—y-f-p=18—5q

Ahora x ha de ser un namero positivo y por consiguiente
debe ser 5q<(18, g<~-~=3$%, y como también g ha de ser un nu-
mero entero, el maximo valor de q sera 3. Ademas, en la ecuacién
pendltima, y ha de ser positivo, luego sera 3q)>1 y g™>jj, y el
minimo valor de g serd 1. Luego para g no pueden tomarse sino
los valores 1, 2, 3, y por consiguiente las dos Gltimas ecuaciones
darén los valores de x éy que se buscan:

parag= 1 2 3
Sera x= 13 8 3

y= 2 5 8
P roblema Il. BUscanse x é y en la ecuacion
36x—23y=98
Resol. Teniendo y el menor coeficiente sera
.
10p-f-6
-V +1 sea = 1%
w__30—6
sea'r=-""
2= 10{4:6=3r3r’2’+5 seas=
r= 3s

Por sustitucion sucesiva es
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w W

S
-{-2ys=2+20s

(-r=2-)-10s+3 s=2-f-13s

-j-q=2-f-13 5-4-2310 s=4-j-23 s

4p 23s-j-2+13 s=2-)-3Ga

—

< xXxTAO-"~
g
X T QO

Seran x é y positivos, si sosiguala cualquier nimero posi-
tivo 6 cero; luego tenemos una infinidad de valores:

paras= 0 1 2 3

serd x= i 27 50 73
y= 2 38 74 110 ...~

5. 112

Segundo método de resolver una ecuacion con dos
> incognitas.

Si el quebrado ~ se convierte enfraccion continua y después
se forman las reducidas consecutivas, es sabido por el Teor. Idel
§ 47 que la reducida penultima j-, restadade la dltima que es

produce un quebrado comdn cuyo numerador es 1, es decir
que tenemos
a_p_ ag—bp _+1

b g Pg "I
de dondo ag—bp=4;1

Aplicase esta propiedad do las reducidas para resolver las
ecuaciones indeterminadas de primer grado. Distinguiremos dos
casos:

1. ax—by=c

El quebrado ~, formado de los coeficientes de las incognitas,
se convierte en fracciéon contiuua y formense las reducidas conse-
cutivas. Si la penultima es Ii, serd

ag—bp= + 1
de donde, si se multiplica por +c, de manera que el término ab-
soluto se baga positivo =c¢ se deduce

a (xcq)—b (-fcop)=c (1)

Esta ecuacion tiene la misma forma que (1), y sera
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x=xc<l; 3—zxcp

una solucion del problema en dos numeros enteros. Para hallar
lasjotras soluciones, puede afiadirse al minuendo y sustraendo de
(1) un coman mdltiplo de ayb, porejemplo dbn, y por esto la
misma ecuacién se convertird en

a(:ted+bn)—b (+cp+an)=c 2)
y los valores generales de x é y seran

x=+cq-J-bn; y=+cp+an 3)

Si a]>b, se convertirdA en fraccion continua el quebrado

-, y designando la penultima reducidapor 3, sera
P

b_q_bp—aq_+I de donde
ap

a p ap

bp—aq=+1 06 bien ag—bp=-~1

y siguese el mismo célculo, multiplicandopor Zc.
1. ax+by = ¢

Resuélvese primeramente la ecuacion ax—bz=c segin el
método que acabamos de esplicar, y serédn los valores buscados

x=+cq+bn ; y=—z=+ep—an
Ejempio |. Dada la ecuacion
5x—17 y=10

y convirtiendo fy en fraccién continua, las reducidas son

>3>f> fa
y tenemos 5 2_ 57—17.2_+1
17 7 17.7 17.7
luego 5.7—17.2=+!

y cuando se multiplica por 10, se signe

5.70—17.20=10
de donde 5(70+17 n) — 17 (20 + 6n)=10

y por consiguiente serdn las soluciones
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#=70+17n; y=20-f-5n
Para n podra tomarse cualquier nimero positivo 6 negativo,
entero 6 fraccionario; pero si los .valoresdox 6y tienen que sor

enteros y positivos no podra tomarse para n sino un nimero entero
yademas deben cumplirse las dos condiciones

1n-F-700>0 G bien n>— 12 — 4A
5n+20>0 obien n]>—-V =1

Luego puedo sern=—3, -2, — 1,0, +1, -f3....+», vy
paran= -3 —2 —1 0 . +2 eeee

serA x= 19 36 53 70 87 104 eeee
5 10 15 20 25 30

y:
E jempio Il. BUscanso los valores de x 6y en
19x—7y=5
Convirtiendo rV en fraccion continua, las reducidas son
7, $i>i, A
y tenemos
7 3.7.8—19.3_ —1
19 8 19.8 19.8
luego 19.3—7.8=+-1
19.15—7.10=5
19 (15-f-7.n)—7 (10+ 19n)=5
y seré *'=15+ 7.n; i/=10-)-19n

El menor valor de nes —2; luego
paran= —2 1—1 0 +1 +2 +3

serax= 1 8 15 22 29 36
y= 2 121 40 59 78 97

Ejempio HL Resolver la ecuaciéon
19 x+1ly=112

Si f5se convierte en fracciéon continua, las reducidas seran

i, -he i, t U
do donde 11 1 11.7—19.4 +1
19 7 197 —1IUT
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luego 19. (—4)+11.7=1
19. (—4.112) +11.(7.112)=113

19. (—4.112 + 1In) -f 11 (7.112—19n)=112
y por consiguiente los valores de x é y son
x=—448 -f IIn ; y=784—19n

Para que x ¢ y sean enterosy positivos, tenemos la doblo
condicion

1In>448 6 bien n>M ?:=401
19n<784 6 bien n<”~ =415

Esto solo esposible para n=41, y el problema no tiene si-
no una sola solucion que es

x= —448 + 11.41=3
y= 784—19.41=5

§. 113.

Resolucion de una ecuaciéon con mas de dos
incégnitas-

Dada una eouaeion con tres incognitas, se sustituirdn valo-
res cualesquiera (enteros y positivos) en lugar de una delas in-
cognitas, por lo cual la ecuacién se reduce & varias otras con

dos incognitas que pueden resolverse por los métodos ya es-
puestos.

Mas pronto se sacardn todas las soluciones posibles de esta
manera:

I. Seguu el primer método, buscando cada vez la incognita
quetiene el menor coeficiente.

E jemplo. Besuélvase laecuacion
15x-|- 4y-)-6z—55

Besol. EI menor de los coeficientes tiene y, luego

endonde p="s~"z~"; blsquese z'y sera
z_ 4p-~x4-3_2p _x_j_i_IZL*—2p—x-Irl—
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en donde q— ; bnsqucse j' y serd
,r=1-f-2q
Ahora por sustitucién suecesiva sera
mr=1+2q
z=2p—3q
2=10—39—3p

la resolucion general on numeros enteros, poniendo en lugar do
p y q nimeros enteros cualesquiera 6 también coro.

Si ademas de enteros, los valores han do ser positivos, so do-
berdn cumplir las trescondiciones

I+ 2g>0 6 bien q>—¢£ 1)
2p—Sg> 0 p> Jq 2)
10—3g—3p>0 p+g<yY 3)

Poniendo en 3) en lugardop la cantidad 3q que os menor,
el primer miembro se hard aun menor, y serd aforliori fg-)-q<CY
de donde g<3 ; luego, con respecto & la desigualdad 1)q hado
estar entx’o los limites — | y-f- i, es decir g no tieno otros va-
lores sino

g-0 y qg=+I
| Ahora, si q=0 las desigualdades 2)y 3) dan p>0 y p<CY;
uego
para q=0 puedeser p=1I, 2, 3 (a)

ysi g=+1, do2)y3) sesiguep>] yp<5; luego
para q=1 puede ser p=2 (3)

y no hay otras soluciones. Sustituyendo los valores do >y q en
las espresiones de x, y, z, se sigue que el problema en ndmeros
enteros y positivos, no tiene otras resoluciones sino

X= 1 1 3

1+

4 1 1
z8 4 c 1
I1. Por el segundo mutodo, aplicando la teoria de lasfracciones
continuas. Propongamonos resolver la misma ecuacion
1) 15x-f4y+6z=55

I]esod. 'Prasladcse al otro miembro la incégnita quo tieno el
mayor coeficiente; sera
. , 4'y-j-6z=55—15x=5 (11—3x)
"\
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El primer miembro es divisible por 2, luego lo sera también
el segundo y puede igualarse

2) 11—3x=2t en donde tes un entero positivo >0,
Sustituyendo este valor en laecuacién anterior, se sigue
3) 2y+3z=5t

Convirtiendo § en fraccion continua, las reducidas son

2,0, 1
de donde
2 12131 _—1
3 1 3.1 3.1
y signese 2.1—3.1=—1, 6 bien
2(—1)+3.1=1

luego, si se multiplica por 6t
2(—5t)+3(5t)=5t
2(3n—5t)+3 (5t—2n)=5t

Comparando esta ecuaciéon con 3) y tomando el valor de x
de 2), se sigue

o= 12t
3
y = 3n—5t
z= 5t—2n
Puede escribirso
2—2t 2t—2

x=3-

De aqui se saca, que X no esun namero par; pues siendo di-
visible por 2 el dltimo término —g— del ultimo miembro, no lo

es el primero 3. Ademas 2t—2 por lo menos equivale &cero; lue-
go sera 3 el mdximo valor de ai y por consiguiente x no tiene
otros valores sino 1 y 3.
De la ecuacion 3) se signe
11—3x

luego parax=1, serat=4, y parax=3, serd i=1. Por esto los
valores de x,y, z podran escribirse

x= 1 =3

y= 3n—20 y: 3n—

ii= 20—2n z= 5— 2
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Aliova, también los valores de 2 6 ¥ han de ser mayores do
cero; luego para 5= 1, debe ser

20—2n> 0 n<10 )y 7

3n—2(T>0 esdecir n>>7=Gs) . a

y para x=3, debe ser

3n—5>0 esdecir n>5=1* \> Y
5—2n>0 n<5=21

Sustituyendo estos valores de n, se tienen losmismos valore»
que hemos encontrado antes por el primer método.

De igual modo pueden resolverse las ecuaciones con 4, 5, G...
incognitas,

§. 114

Resolucion de tn sistema(,:I de ecuaciones indetermi’
nadas.

Dado un sistema de varias ecuaciones indeterminadas, por
eliminacion sucesiva finalmente se hallard una ecuacién con dos,
tres... .incégnitas que puede resolverse. Hecho esto, por sustitu-
cién conveniente se determinardn también las incognitas elimi-
nadas.

Ejempi.0 I. Determinar los valores de .r,y, z, t en
1) Xx—2v+4z=9
2) x—3y—+44t=15
3) 2x—3z+4t = 13
Resol. Para eliminar i, se resta 2) de 3), de donde se sigue
4) X+3y—3z=—2

Ahora multipliquese 1) por 3y 4) por 4, y simense las ecua-
ciones resultantes; se tendra
3x— 6y + 12z=27
4x-fl2y—12z= —8

7xX+6y=19
Pero esta ecuacién da
19—7x  _ I—Xx_ o . - 1—x
y="y¢y % S=x+pi P= g

o= 1—6p; y='(—1+ Gp+ p=2-)-T7p

Si los valores de las incégnitas han de ser cuteros ponte
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Vos, solo puedo ser p=0, de donde tenemos una solasolucién:
x=1 luego z=3 de 4)
y=2 t=5 de 2)
Ejemplo -H, ¢Qué namero dividido por 5dael resto 2, divi-
dido por 7 el resto 3, y dividido por 9 el resto4?
Kesol. Designando los cocientes respectivos por X, Y, z, el na-
mero buscado_:N se representara por

1)  N=5x+2
2) N=7y+3
3) N=9z-f4

La comparacion de 1) con 2) nos suministra la ecuacion inde-
terminada 5x + 2=7y+3 0 bien

5x—7y=1
de donde
_,.+t!1+&; P_izta

p= 2qg-)-1 ; luego j/=2p-f-q=5q-)-2

Dando este valor & y que estd en la ecuacién 2), se saca
N=7'(5q-fy)-f3=35q+17
y comparando esta espresion de X con que estd en 3), se sigue
otra ecuacion indeterminada 35q-)-17==9z-j-4, 6 bien

9z—350=13
de donde
3_5q+13=gg+ i + 8"H. r_8q+4
9
9r—4_r r—4 5= r—4
TT -8

r= 8s4 ; luego por sustitucion
5= 9s-f4 y z=35s-f-17
El valor dez puesto en 3) da N=9 (35s-j-17)-(-4 6 bien
N=315s+157
como forma general de todos los nimeros, que divididos por 5,

7, 9,dan los restos 2, 3, 4"1‘ara s=0 siguese el minimo de estos
numeros, que es N=157.
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ARTICULO I1.
Legaciones de segundo grado.

A- Coti UNA SOLA INOOGNITA

§. US-
Ecuaciones cuadradas incompletas.

Una ecuaciéon ordenada de segundo grado puede contener
tres clases de términos: un término con el cuadrado do la inc6g-
nita, untérmino con la primera potencia de la incdgnita, quo
tenga un coeficiente conocido, y finalmente un término conocido
independiente de la incégnita Serd por consiguiente la forma
general de una ecuacién de segundo grado con una sola incég-
nita:

Xv-]-ax+b=0

Tal ecuacion de segundo grado que tiene todos los términos
posibles, dicese completa. Sera incompleta, faltando el término con
la primera potencia de la incégnita, como en

xH-k=0

en donde b puede designar cualquier cantidad positiva 6 negativa»
Para resolver la ecuacion incompleta sea b =—c, y sera

x2—c=0 1)

luego por transposicion do ¢
x2=C
y estrayendo la raiz cuadrada que puede tener los dos signos,
se saca
X=rj-y'c )
Se infiere: Las ecuaciones incompletas (Je segundo grado tie-
nen dos raices numéricamente iguales con signos opuestos.
Considerando el primer miembro de (1) como la diferencia‘de
dos cuadrados, se sigue inmediatamente por descomposicién en

factores
(x-y/c) (x4Vc)=0 3)

Un producto de dos factores puedo ser —O0, siendo coro
uno U otro de los factores; luego la ecuaciéon (3) nos suministra

otras dos ecuaciones simple*
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r—v/c=0 y x-}-\/c=0

y por consiguiente de (1) por descomposicion se obtienen las mis-
mas raices que antes, & saber

x=-f-\/c y XxX=—y'c

E jemplo. Propongamos resolver la ecuacion

x-f--v/34—x2 x —\Z3i—xs
Kesol. Quitando los denominadores se obtiene
8 (x—V/34—x2)-f8 (x+-\/32—xa)=x (2xa—34)
luego, resolviendo los paréntesis y reduciendo

IGx = x (2xa—34)

6 bien 16 = 2xa—34
de donde xa= 25
y finalmente X= +5

Coboiaeio. Como una ecuaciéon incompleta de segundo gra-
do, asi se resuelve cualquier ecuacién binémia de cualquier grado.

Si x°—a=0 (4)
seré x°=a

n_
luego x=V a (5)

Sébese por los 88§ 86 y 9G que la n*““* raiz de atiene n valo-
res diferentes, y por consiguiente la ecuacion (4) binémia de
grado tendra también n raices diferentes.

§.116

Ecuaciones cuadradas completas.
La forma general de la ecuacién cuadrada completa es
xaj-ax-f-b = 0 1)
Para resolver tal ecuacion, se escribird la misma en la forma

x2-|-ax=—b 2)
y podran considerarse los dos términos del primer miembro
como los dos primeros términos del cuadrado de un binomio.
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Afadiendo = es decir el cuadrado do la mitad del coe-
ficiente del segundo término, & los dos miembros, tenemos

**+ «+ ?2=1 -b

en donde el primer miembro es el cuadrado perfecto de x-f- ~; lGe-
go estrayendo la raiz cuadrada se siguo

de donde Xx= —7? b )

Comparandola férmula (3) con la ecuacién (1) sesaca esta
regla general:

La incégnita de una ecuacion de segundo grado, reducida d
cero, es igual & la mitad del coeficiente del segundo término tomada
con signo contrario mas 6 menos la raiz cuadrada de la cantidad
que se obtiene, restando del cuadrado de dicha mitad el términoco-
nocido.

Luego, laecuacion del segundo grado tiene dos raices y estas
seran

1) reales é iguales, si | -= b

ai
2) reales y desiguales, si —>b
3) complejas y desiguales, si f—3< [b

Ejemplo |. Resuélvase la ecuacion
15-9x _,
xa— 7x

Resol. Quitando el denominador se tiene

15—9x = Xx3—7x
6 bien x3+2x= 15

Para completar el primer miembro, de modo que sea un
cuadrado perfecto, afiadiremos & los dos miembros el cuadrado
de la mitad del coeficiente del segundo término, & sabor =

1!=1, de donde sale
x3+2x+1=16
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Ahora ol primer miembro es el cuadrado perfecto de x-j-™*
luego estrayendo la raiz cuadrada se saca

X+ 1=+4

de donde x=—1+4
6 bien X++3; x"=—5
resultados <jue se obtienen inmediatamente por aplicacién de la
formula (3), pues en laecuacion
X2+2x—15=0
tenemos a=2, b=—15, luego la férmula (3) se convierte en
x= —i+VFf+iSiU-1+VI6=—1+4

E jemplo Il. Resolver la ecuacion

Resol. Quitando los denominadores tenemos
171x-f-513=:5x2+65x+1504-48x+48Q
6 bien 5x2—58x=— 117
luego

El resultado segin la férmula es

6 bien X= —===—
6 finalmente X+9; x"=;2i

Ejemplo IU.Resolver la ecuacion

Resol. Quitando los denominadores se tiene
—a) (x—b)+x—b=x—a—\/(x—a) (x—b)
6 bien *y/(x—aj(x—b)=
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de donde (x-a)(x-b)= (k=7?)5
y resolviendo los paréntesis del primer miembro sera
x2—(a+b) x+ab;—C»~ ) ~ 0

Segln la férmula (3) el resultado sera

*= A A2y fW Y+ (rP Y -~
6W.a ., +t4 2y | NE’

6 finalmente Xx= N+ tIn

§ H7.
Ejemplos de aplicacién

Ejemplo. I. Hallar en la recta quo junta dos puntos lumino-
sos Ay B el punto C, donde deberia colocarse una pantalla para
quo i-ecibiera de ambos cantidades, iguales de luz [fig 34].

Resol. Es sabido el principio do la fisica: la intensidad de
la luz crece en razoén inversa del cuadrado de la distancia, es decir,
que una pantalla colocada & distancias sj, 3, 4, 5-.. .veces mayo-
res de un punto luminoso, recibe do él 4, 9,1G, 25... veces me-
nos luz.

Sea d la distancia entro los dos puntos luminosos Ay B, y
la intensidad respectiva de uno-'y otro ay b & saber, la canti-
dad de luz quela pantalla recibe respectivamente, cuando se co-
loca & la unidad de distancia do cada uno do los puntos lumi-
nosos.

Si la distancia AC so designa por X, ser& BC=d—ijc

Abora recibiendo la pantalla una cantidad de luz =a, cuan-
do tiene una distancia desde A quo es =1, la cantidad do luz
que recibe en las distancias

m, 3: 4;e.X sera

a a ft a
4 90 I(i5 X2

Luego en el punto 0 la pantalla recibo do A una cantidad

de luz quo es
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De la misma manera, la cantidad de luz que la pantalla
recibe deB en la distancia d—x, serd
Estas dos cantidades de luz lian do ser iguales: luego tene-
mos la ecuacién
(=(i¢ET» @)

En lugar de reducirla & la forma comudn, podremos reba-
jarla inmediatamente al primer grado, estrayendo la raiz cuadrada:

V a , \/b
X — d—x
de donde salo
dvaTt
X V ag

6 bien tenemos dos valores do x

x'~dVa+V/t y X'~-'iVa—Vb n

Discusion de las féormulas. L os dos valores de X nos ense-
fian, que hay dos posiciones de la pantalla, en donde recibe una
igual cantidad de luz de ambos puntos luminosos. Respecto &
las intensidades de estos, distinguiremos tres casos:

1. Caso: sea aj>b. EIl primer valor x' coloca la pantalla en-
tre los puntos Ay B, y mas cerca del segundo que del primero;
pues, es evidente que en el quebrado que forma la segunda par-
te de x', el numerador es menor que el denominadory mayor

que la mitad del altimo. Luego serd x<~d y ">jj-

El segundo valor x" coloca la pantalla en un punto C'
que estd en la prolongacion de AB en el sentido AB. Pues la
fraccion que forma la segunda parte de x", es > 1 y ademas po-
sitiva, y por consiguiente serd x"]>d y tiene el sentido 6 la di-
reccion de AB.

Il. Caso: sea a<b. Es la inversion del caso precedente.

El primer valor x' es<jd y aun <[d; pues tenemos

x'=dv 45 b < dv45-a obbien «M

Por consiguiente el punto C estara entre Ay B, y mas cerca
de A

El segundo valor x" se hace negativo, y el punto C se ha-
llard en la prolongacion de AB en el sentido BA.

m . Caso: sea a=b. Los dos valores de x se convierten en
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Es evidente, que en la hipétesis n=t>, estara igualmente ilu-
minada la pantalla que se coloque en medio del intervalo AJl.
Para esplicar el segundo valor de x, se ve por la férmula, quo
x" crece sin limite, cuando la diferencia entre a y 6 va disminuyen-
do, de modo que al hacer a=j>, no habra ya posicion donde colocar
la pantalla en la prolongacién de AB; y en efecto, en todas las
posiciones estarda mas cerca de B quode A, y por consiguiente
estard desigualmente iluminada por las luces iguales. Sin embar-
go, el Gltimo resultado nos ensefia que la diferencia entre las
cantidades de luz que la pantalla recibe de los puntos Ay B,
serd tanto menor, cuanto mayor es la distancia de la pantalla
desde A 'y B. Pues en (1), en donde los dos miembros representan
las cantidades de luz que recibe la pantalla de los puntos lu-
minosos, nunca tendremos una perfecta igualdad si a=b; pero
la diferencia de estos dos miembros en dicha suposicion es

a a _al 1 .
X7  (d—x)2 ? V (d )i )

que se hace =0 si x=00 y en general tiene valores cada vez
menores, Si X va aumentando.

E jempto Il. Un pilén puede llenarse por dos tubos, por uno,
2 horas mas pronto quo por el otro. Por los dos tubos juntos el
pilén se llenaen 1j horas. ;Cuantas horas se necesitan para lle-
narlo, corriendo cada uno de los tubos separadamente?

Besol. Sea x el numero de horas quo se necesita para lle-
nar el pilon por solo el primer tubo, y sera .r+ 2 el nUmero
de horas que tarda el segundo, cuando corre solo. Ademas, el
problema contiene una doble espresion de una misma cantidad,
a saber: el volumen del agua que dan los dos tubos juntos es
ipial al volumen del pilén, que puede tomarse como unidad del vo-
lumen.

Ahora, si el volimen del pilon =1, el primer tubo, quo liona
el mismo en x horas, dara en una hora una cantidad de agua que

El segundo tubo que llena el pilén en x-)-2 horas, dara en una

hora lacantidad —p /"

Luego corriendo los tubos juntos, la cantidad del agua para
una hora serd

y en 1’ horas la cantidad del agua sera
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Tero esta cantidad es el volumen del pilon, que es la uni-
dad; luego tenemos la ecuacion

Quitando los denominadores, se sigue

15(x+2+x)=8x (x+2)

de donde Sl—}!= ¥
luego
6 bien

Tenemos dos resultados x '= + 3 y x"=—]. EIl segundo, cd-

too negativo no tiene sentido ninguno y debe desecharse, pues el
tiempo que se necesita para llenar el pilén ha de ser positivo.
Luego el tiempo que tarda el primer tubo en llenar el pilén es
3 horas; y como el segundo tubo tarda 2 horas mas, este llena-
r4 el pilén en 5 horas.

Ejemiio Il1l. Un correo tarda 14 horas en llegar desde o
lugar A hasta otro B. Al mitmo tiempo otro correo sale desde o
lugar C, que distade A 2$ leguas mas que B, y para llegar a A
al mismo tiempo que el primer correo, el Gltimo ha de lograr £
hora de tiempo en 5 leguas. Se busca la distancia entre los dos
lugares A y B.

Resol. El planteo del problema se funda en la comparacion
de los tiempos que los dos correos tardan en hacer 5 leguas: el
primer correo tarda en esto i hora mas queel otro. Luego se
buscan primeramente estos dos tiempos por medio de la incég-
nita x, que es la distancia entre Ay B.

En andar x leguas el primer correo tarda 14 horas, luego eh

1 legua tardar4 ~ horas, y en 5leguasJiULhoras.

El segundo correo hace un camino de x-j-2| leguas en el mis-
mo tiempo de 14 horas; por consiguiente en una legua tardara
my
XJ-¢5 .

Al tiempo del segundo se debe afadir J hora para que sea
igual al tiempo del primero; luego tenemos la ecuacion

horas, yen5 Iegua\s)(-\llj.,j2 horas.
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14.5 14.5
“1 X+ 2i

Quitando los denominadores so deduco

14.5;x+2])= 14.5x+ix (x+24)

do donde
x'+S x = 350

X'==171i; x"= —20

La distancia entre Ay B lia de ser una cantidad positiva; lue-
go el segundo valor debo desecharse y la distancia buscada sera
17i leguas.

Ejemplo IV. Dejando caer una piedra en un poro de mina,
se ha observado que transcurrieron t segundos desdo el momen-
to de soltarla, hasta el momento de llegar al oido del observador
el golpe que dioen el fondo. Se desea calcular la profundidad
del pozo, sabiendo que la velocidad del sonido es uniforme y de
a metros por segundo; que un cuerpo que cae en el vacio anda
jh? metros en el primer segundo, y que los espacios son como
los cuadrados de los tiempos. Se prescinde enteramente de la re-
sistencia del aire.

Resol. El tiempo t puede partirse en dos partes, una de las
cuales esel tiempo t que tarda la piedra en caer por la profun-
didad x, y la otra es el tiempo t* que tarda el sonido en correr
por el mismo espacio tic abajo hacia arriba.

El tiempo V se calcula por la proporcion

Vg
El tiempo /' se sigue de la proporcién
a:x = 1;t"
de donde t"=-
a

Pero t-)-t'=t, luego tenemos la ecuacion

Dejando solo el radical en el primer miembro y elevando des-
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=pues al cuadrado lon dos miembros de la ecuacién resultante, ten-
dremos

x2—2a(t-(-]) x-j-a2t2=0
6 bien cuando se multiplica por g2
g2x2—2a(tg-fa),gx -f a2t2g2=0

Puede considerarse gx como incognita y serd segun la for-
mula (3) o
gx= a(tg+a)+ VIT2 (tg+.*)2—a2t'Vv
de donde sale
‘x= ] |tg+ax Va (a+ 2tg) J
Pareceria segun esto que el problema tiene dos soluciones,
pues los dos valores de x son reales y positivos, y sin embargo
esevidente apriori que solo debe tener una. Para conseguir el
verdadero resultado observemos que el sonido debe correr en (
segundos un espacio at que es mayor que la profundidad del po-
zo: luego la profundidad debe ser menor que at Pero el primer
valor de x es mayor que at, y solo el segundo menor que esta can-
tidad. Luego la solucién efectiva del problema se obtiene por el
segundo signo y sera

Xx—¢jtg + a— Va(a+ 2tg)]

llota. En los tres ultimos ejemplos temamos siempre una
solucién estrafia & las cuestiones que se querian resolver. Para
esplicarla debe observarse que en el enunciado de un problema,
hay en general dos clases de condicioues que deben cumplir las
incégnitas: unas que se llaman condiciones algebraicas que bastan
para plantear el problema y siempre pueden traducirse en ecua-
ciones; otras que se llaman condicionesfisicas y que sujetan & las
incégnitas & ser, por ejemplo, nimeros reales, 6 enteros, 6 positi-
vos, & estar comprendidas entre limites determinados &a, y que no
pudiendo espresarse en las ecuaciones deben comprobarse después.

§. 118.

Relaciones entre las cantidades conocidas de una
ecuacion de segundo erado y sus raices.

1° Estando reducida & cero una ecuacion de segundo grado

X 2-)-ax-)-b—0
las dos raices son
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La suma de las mismas es

X'-]-x"=—a (4)
y el producto es
x.x"=-fb (5)

es decir: En una ecuaciénde segundo grado reducida d cero,
X) La suma délas raices es igual al coeficiente de, la incognita
del segundo término con signo opuesto.
2) El producto de las raices es igual al tercer término, que es co-
nocido,

2? Ahora, cuando sustituimos en x2-]-ax-]-b=0 la cantidad
—(x'-j-x") en lugar do a y x'x" en lugar de b, la misma ecuacién
tomaré la forma

X2—(X'"+x")x+xV'=0 ' 0)
la cual puedo transformarse en
(Xx—x") (x—x")=0 7)

Luego: EI primer-miembro de toda ecuacion de segundo grado,

reducida A cero, puede representarse como producto de dosfactores

deprimer grado, forittados restando de la incégnita cada una de las
raices.

Un producto de dos factores se hace cero, haciéndose cero
uno U otro de estos. Déla ultima ecuacion, por lo tanto, so siguen
las dos ecuaciones simples do primer grado.

Xx—Xx"'=0 y x— —0

y esta es la razon porque una ecuacion de segundo grado tiene
dos raices y no mas ni menos.

3* Puede plantearse facilmente una ecuacién de segundo gra-
do que tenga dos raices dadas ay ft. Pues formando las diferen-
cias x—ay x—fi, la ecuacion buscada sera

(x—a) (x—fi)—0
6 bien cuando la multiplicacién se efectia
X 2—

Asi, por ejemplo dadas las raices -j-i3 y —3, la ecuacion cor-
respondiente sera

(x—5) (x-J-3)=0 6 bien Xx-—2x—15=0

49 Sea ahora
x2-j-ax-]-b
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un trinomio de segundo grado y podra dividirse este trindmio por la
difereucia x—a,, endonde x' esima raiz de laecuacion x 2- | -ax-f-b=0.
En efecto, por la division se obtiene

x“)-ax-]-b %X

x+(a-j-x")
(a+x") x+b
(@+x) x—(a-]x) x’

residuo =(a-]-x") x'+ b = x"-j-ax'-f-b

Este residuo es cero; pues segun la suposicion x' esuna raiz
de la ecuacion x"-+ax + b =0, es decir que x' puesto en lugar de
x hace el trinomio x3-{-ax+ b igual & eero.

Luego siendo cero el residuo de la division, el trinomio
x2+ ax+b es divisible por x—x" sin resto- El cociente exacto es
X+ (a+x') 6 bien x—x", si se ponea+x'= —x", yserd divi-
sible el trinomio también por x—x", de manera que tengamos
completamente

x 24 -ax-(-b— (x—x") (x—x" (8)

Como x' es una raiz de la ecuacidonx2-|]-ax+b=0, asi lo sera
x"; pues si se pone x=x", el segundo miembro de la ecuacion (8)
se hace igual & cero, y por consiguiente serd cero también el
primero.

5° Déla ecuacion (8) se infiere: Un polindmio de segundo gi a-
do x2+ ax-)-b puede descomponerse en dosfactores de primer gra-
do,formados restando de la variable x cada una de las raices de la
ecuacion x 2-(-ax-j-b=Q

Asi, para descomponer el trinomio x2 -j- 5x-+6 en dos faetqr
res de primer grado, se resuelve la ecuacion

X2+5x+6=Q
lo que dard las raices
y los dos factores serdn x—x'=x-]-2 y x—x"=x-i-3, de donde
X2+5x+6=(s+2) (x+3)

Sien el trinomio dado, el primer término que tiene el cua-
drado de lavariable x, tuviere un coeficiente, este primeramente
podré sacarse fuera del trinomio como factor. Asi tenemos

4x2—20x+24=4 (x3—5x+ G)=4 (x—2) (x—3)

G Puede descomponerse un trinomio x2+ax+b de segundo
grado aun directamente, completando los dos primeros términos,
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de suerte que sean un cuadrado perfecto y formando una diferen-
cia do dos cuadrados que puede descomponerse en dos factores,
uno de los cuales es una sumay el otro la diferencia do las mismas
cantidades. Asi se tendra

Xa+ax-(-b=x5-(-ax+1~— ( —b) 6 bien
x2-[-ax-f-b= (x+")2—(-~"5— b”"" de donde

x>ax+b=(x+ 1- (x+ f+V ?2%b) (9

y el segundo miembro contiene los dos factores de primer grado
que se buscan.
El trinomio en (9) se hara cero solamente en los dos casos

-K /i-b-*"
es decir, como arriba se tiene el teorema: unaecuacion de segundo
grado x2-)-ax-]-b=9 siempre tiene dos raices, y no mas ni menos
que dos raices.

. . a»
70 Si en x2-)-ax-)-b=0, b es positivay ademas — b, las
raices serdn imaginarias; en todo otro caso son reales y si

las raices son serd la ecuacién correspondiente:

+*  +fj (x—a) (x—/S)=x2—(a+ fi) n-~afi
—a, —fi (x-f-01) (X + £) = x 2-]-(a-j-/?) x-i-or/i
+«, ~fi\ a>fi (x—a) (x-j-/*)=x2—(a—fi) x - afi
—a, -ffi; a>fi (x-fa) (x —fi\= x2-](a—fi) n—afi

y concluimos: La ecuacion xa-f-ax-f-b=0

1) tiene raices con signos iguales, siel Gltimo término espo-
sitivo, y tiene raices con signos desiguales, si el Gltimo térmi-
no es negativo.

2) tiene ambas raic.es positivas 6 la mayor positiva, si el se-
gundo término es negativo, y tiene ambas raices negativas d
la mayor negativa, si el segundo término es positivo.

Por estas reglas se saben inmediatamente los signos de las

raices. Asi la ecuacion
X2+5x—7=0

tiene raiccs con signos desiguales y la mayor es negativa.
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§ 119.

Ecuaciones superiores que se resuelven como las de
segundo grado-

Como ecuaciones de segundo grado pueden resolverse las ecua-
ciones superiores:
1. x2“f-ax°=b
m 2m
1. Vx+ aV'x=b

I. Para resolver una ecuacion dela primera forma, péngase
x~?1 luego x2!=2z 2, y se tendra

?2-(-az=b
de donde z= —"~dr §If+ b

O bien si & z se le restituye su valor

1 -
luego s= >—I+J "+ h

I1. Para resolveruna ecuacién de la segunda forma, péngase

m m__
y/'x =z, luego \/ x=22, y serd coma arriba

z3y az=jb
<le donde z:—1+4t+.
6 bien, restituyendo & z su valor
2™ a, 1
luego x= (-] £J1f+ b )"*
E jemplo |. Descomponer 48 en 2 factores, do manera que

la suma de sus cubos sea =1792.
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id
Resol. Sieluno de los factores es x, el otroser& — , y pot;
la segunda condicién del problctna; tenemos

XN+ (N)3= 1793
Quitando ei deilouiihador se sigue
X'—1792x3= —483
Puedo considerarse x?=z como incéghita y serad x'¢=z2, liiegd
z= x9=89GEt 3
Tenemos 896=27.7 y 48=2*.3, luego sera
x3=27.7+V/2I\7'}—2,).33= 27.7+20V3V 7r£=33
=27.7+2'. 13=2" (14%103)

y estrayendo la tercera raiz, se sigue

x'=22.3=12 : x"=2".01=4
El uno de los factores buscados sera 12, y el otro 45 _ 4 qud
es el segundo valor de x.
E jemplo I1. Descomponer 409G eh 2 factores, de manera que

la diferencia de sus raices de cuarto grado sea = 2.
. 409G
Resol. Six esuno de los factores, serd el otro-—--, luego

y quitando el denominador so sigue
NMxT—2ylx=\ /419G
4_1
6 bien i/Xx—2\/x=8

Puede considerarse y/ x = z como inccgniti, yserdy x=za
por consiguiente

z=y"T=1iV +R - 1%3

y si se eleva & la 4? potencia:
X'=4'=25G ; x"=(-2)'=I1G
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Es 4090=250.16, luego las raices encontradas representan
inmediatamente los dos factores buscados.

Transformacion de la raices bicuadradas.
1.a ecuacion bicuadrada x*-j-ax2-)-b=0 tiene las raices

*

=+ J-iazxJ‘*b
es decir, raices de la forma general

Pueden transformarse estas frecuentemente en la suma 6 di-
ferencia de dos raices cuadradas, cuyo célculo numérico procede
mas pronto. En efecto, péngase

X) J m“tv/n =Vyi Vz

6 elevando al cuadrado

m+v'5=y-|-z+2v/yz”’
en donde y, z son dos cantidades indeterminadas, y .toman valores
determinados igualando

2) y+z=m

2vlyz =v/A"
Elevaremos estas dos ecuaciones al cuadrado y tendremos

y2+2yz4-z)J = ms
4yz = n luego por sustraccion

y2—2yz+z2= m2—n
de donde 3) y—z=\Zm”""n
Suponiendo en 1) y>z, serd y—zf>0, luego estrayendoda
raiz, en la Gltima ecuaciéon basta el signo positivo. Ahora por
2) y 3) tenemos
y-)-z=m

y—z=v/m2—ii
luego por adiciéon y sustraccion

y=Jm -fJv/*1l—; 1 ni—Jv/™M2—u
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y puestos estos valores eu 1), so sigue

~-J &M+ i +m2—n + Njui—v'uiz—n (i)
Se aplicaré esta formula siempre que m2—u es uu cuadrado
perfecto. Asi por ejemplo:

Ju+Vn=J"+ W i-n

=VHAVTT I=3¢Y

J12-10~-13=J I+ Av/Iil+I1SGO-~/1 - iy'lil+1a00
=+8+19—y/G—19: -+ —73
La férmula invertida
Va+ VbiVa—VI>=. e»+n (v)
se obtiene, elevando el primer miembro al cuadrado y después es-

trayendo la segunda raiz; so aplica, sia8—b es un cuadrado per-
fecto. Asies:

Ju+G +S+~Ju — G+5 =J 28+2 +196—180
= +28+8=G
Jl+3+ —1+7)1—3+—1=7) 8+2+1G+9=+18=3+2

En el Gltimo ejemplo tenemos una cantidad do forma imagi’
naria que sin embargo es real.

s. 120.

Resoluciéon goniométrica de las ecuaciones do
segundo grado.

Se simplifica muchas veco3 el calculo do las raices por medio
de las férmulas goniométricas, introduciendo un angulo auxiliar.
Distinguiremos dos casos, segun que sea en la ecuacion general
de segundo grado el signo do b positivo 6 negativo, mientra» quO
atenga un signo cualquiera.
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1. x2+ax+b=o0
Las raicee de esta ecuaciéon son

*=-g=*xjT ~b
que pueden transformarse facilmente para que tengan la forma

7z
*
— [{O*-FS)
La cantidad — espositiva, y cuando ademas se cumple la

condicién de ser esta < (1 (lo que sucedera siempre que el resul-
tado haya de ser real), puede ponerse [§ 88, 30 :

4b 2 i a \/b
"al" vV ' lueg’2 = U0 N
4p
1 —¢2= 1 —sen2<ys=e0s2
y el valor dex que estia en (1) puede escribirse

X= Lé’nvcp (1+cos?,):_vb.|is£e% 2

Ahora por las féormulas (21) del § 93 tenemos
l—eos 9 1—(1—2sen2 t cp) _ .
sen <P 2sen\ cpeos; @ =tang 1 @

L+eos 14- 20032 1 , (2
P_ (2 cos2| p—1) g .

‘S T v den S opeos Jc?oo
y sustituidos estos valores en la ecuacion' anterior de x, se sigue
*'=—\/b. tang ! o; x"=s=——y/b. cotangi @
en donde sen <p~2\/P ®
1. s2-f-ax—b=o0

Las raicea de esta ecuacion son las siguientes

6 bien @)

La cantidad a* es positiva, y cerao latangente es susceptibel
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de todo \alar, puede ponerso

i*= lu°S® -2=W g <p

1"1_3 r= I'(l' tang‘;p— Ta 9
por locaal el valor de x que esti en @), sera

x=- _ta/F1g_<(> V1% eos <p¥v (b ifculp

Aplicando las mismas férmulas (2), so infiere

x'= + \/b.tang i P; x"=—-v/b.cotang § rp)
endeudo tang <pz*i)? f ()

Ejemplo. Resolver la ecuacion

x*—23,G695x—71,652=0
Resol. La ecuacién dada tiene la forma (D), y es

a=—23,095 2\/h 2.7/71,052
b= 71,052 ang ®= 7y 5 53,005

Rara tomar los logaritmos, la Gltima ecuacién do tang o> lia
de multiplicarse por -1, de suerte que el segundo miembro sea
positivo; y como [§ 90 form. (0)] tenemos —tang cp =tang—<p
se hallara

2V71.052
tang —tp=""3 95

log 2=0,30103
log 71,052=0,92701

11,22804—10
log 23,095=1,37400

9,85398-10

log tang— <=

—<p= 35° 32' 40"
J = —17° 40' 20"
Ahora laformula (Il) da estosvalores de Xy )ﬂ.
x' =-J-y'b.tang—17° 40" 20"'=— \/b.tang 17° 40" 20"
x"=— \/b.ootg— 17° 40" 20"'=+v"b.cotg 17° 46" 20"
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w_ 13 log 711652 = 092761
109(=x= Tjog tang 17° 46' 20" =  9/50587—10
10,43348—10
log (—*")= 043348
—x'= 27132
X'= —2/7132
logxn= 9109 71,652 0,92761
log cotg 17° 46' 20" 10,49413—10
11,42174—10
log x"= 142174
X"= 26408

P rueba. Enseguida del §118, I°la suma de las raices lia de ser
igual al coeficiente del segundo término tomado con signo opues-
to. En efecto, tenemos

X'+x"=—2,7132+ 26,408=23,6948

Ademas de esto, el producto de las raices debe ser igual al
ultimo término tomado con su signo propio, es decir, debe ser

X'K"=—71652 06 bien—x'.x"=71,652
luego log (—x') +log x" = log 71,652

lo que se rerifica perfectamente; pues tomando estas cantidades
como estan en el céalculo de arriba, se tiene la igualdad

0,43348 +1,42174 = 1,35522 =log 71,652

B. Con dos 6 mas incognitas.
§e121

Método general de eliminacion entre dos incognitas.

1? Una ecuacion completa de segundo grado con dos incogni-
tas contiene todos los términos de segundo y primer grado de es-
tas, ademas un término con el producto de las mismas, y final-
mente un término conocido 6 independiente de las incognitas.
Ser4 por consiguiente un sistema de dos ecuaciones con dos in-
cognitas:

x2-)-ay2 -f-bxy + cx-j- dy-|]-e=0

x 2-J-a'y2-f-b'xy-)-c's--(-d'y-(-e'=0
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Pueden siempre reducirse las ecuaciones dadas & esta forma,
do manera que el cuadrado de una de las incognitas tenga por
coeficiente la unidad y este término se elimina en primer lugar
restando una ecuacion de la otra, de dondo se saca

(a—a')ys +(b—Db") xy+(c—c')x-)-(d—d")y-f(e—e')=0

Para eliminar &x completamente, la Ultima ecuaciéon puedo
escribirse como so sigue

Clb—b") y+(e—c")]x+(a—a")y2+(d—1") y+(0—0")=-0

do donde salo
- (a'—a)y3+(d'—d)y +(e'—0)
(b—b)y + (c—c)

Luego la cantidad ;r desconocida estd espresada pory; sus-
tituido este valor en una de las ecuaciones (1), se sacard una
ecuacién que no tenga x, sino solamente y. Pero como se ve, esta
ecuacion que da la segunda incégnita, evidentemente os do cuar-
to grado, que puede reducirse &la forma

y*+Ay»+ By*+Cy+D=0 (9)

la resolucién do lacual es imposible sin la teoria do las eouaoio-
nes superiores.

Hay diferentes métodos de eliminar una de las incognitas
entre las ecuaciones (1) y pueden aplicarse todos los que hornos
espuesto en el Articulo | de este Capitulo; pero todos ellos con-
ducen & una ecuacion do cuarto grado que al presente no puedo
resolverse.

20 Supongamos que la segunda ecuaoion sea do primer gra-
do respecto & una U otra incégnita, de modo quo tengamos el sis-
tema

x’-j-ayl +bxy-f-cx-f dy-f-e=0

x+ a'y+b'=o
y sacamos de la Gltima
x=— (a'y+b")
valor que sustituido on la primera nos da
(a'y+ b)*+ay*— (by-j-c) (a'y+b’)-fdy-fC=0
que es solamonte de segundo grado.

3? Concluimos, que cuando una de las ecuaciones dadas es
de primer rjrado, la ecuacién final ser4d desegundo grado y reso-
luble; pero quo la misma serd& comunmente do cuarto grado 6
rresolublo cuando ambas son completas y de segundo grado. Sin
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embargo, muchas veces pueden resolverse dos eouaoiones de se-
gundo grado con dos incégnitas, si no son completas 6 si los coe-
ficientes tienen propiedades particulares.

Ejemplo |I. Buscar los valores de x é y en las ecuaciones

1) x-f-ay=b
Z) Xy=0
Resol. Una do las ecuaciones es de primer grado y la otra
del segundo. Aplicase en en este caso con mayor utilidad el mé-
todo de sustitucion. Sale de la primera ecuacion

b—x

x=b—a
y= — Y
y sustituyendo separadamente estos valores en (2)
4b-x c
) - y b—ay)=c
luego
ob LI
x5—bx-]-ac=0 ¥y —a¥hg
b, Ib2 _b— P>T ¢
x= 2+ N jT -ac N 2a'  4a2 a
_ b-+- \/b';—4ae bljl'v/ib2—4ac
2 y 2a

Son pares de solucion los valores de x é y que tienen delante
del signo radical signos opuestos, pues por la ecuacion (1) lia
de ser x-)-ay=Db, lo que se verifica solamente tomando los signos
como hemos indicado.

Comunmente se buscard por eliminacion directa, solamente
lira de las incégnitas, por ejemplox, el valor de la cual se sus-
tituird en una de las ecuaciones dadas, por ejemplo, en 1). Se
obtienen con esto inmediatamente los pates de soluciéon que deben
estar juntos.

Ejemplo n. Resolver las ecuaciones
1) X+y+3x2+y2=a
2) 2X—Yy-j-6x2-j-y2=Db

Resol. Ambas ecuaciones son de segundo grado, y aplicase
en este caso con mayor utilidad el método de los coeficientes. Se
pueden eliminar & la vez x y x 2, multiplicando la primera ecua-
cion por 2, de donde
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2X-j-2y + 6x2-j-2y2 = 2a
2x— y-j-6x2-3-y2 = b restando

3y +y2 = 2ft—b
6 bien y2-)-3y'=2a—b
de donde y=— J7™ +2a—b
5. 122,

Métodos particulares de eliminacion.

Sécase muchas veces el resultado mas pronto empleando
métodos particulares de eliminacion, 6 indicaremos aqui los que
so aplican frecuentemente. En el caso do ser ambas ecuaciones
simétricas, & saber, que ambas ecuaciones no cambian mudando
xeny éyeni, no se necesita calcular separadamente ambas
incégnitas, teniendo estas la misma forma do resultado, con la
sola diferencia de que una tenga delante de la cantidad radical
gne contieno, el signo que es opuesto al do la otra.

l. x-f-y=a 1)
xy=b 2)

Resol. Elevando al cuadrado laecuaciéon 1) que es una suma
de x éy y restando del resultado el cuadruplo do 2) se puedo
hallar la diferencia dex é y:

X2+ 2xy+ys=a3
txy = 11)

X2—2xy +y2=a2—I1b
X—y = —I16 3)

Por adicion y sustraccion do las ecuaciones 1) y 3) se s'.guo
inmediatamente el resultado quo so busca;

X+y= a 1)
X—y— i-'t/ab—4b 3)
x=£ a+ J\Afl—Ib

y=1l a+ $v'al—il)
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Sondares de solucién qﬂtieneu signos opuestos delante del
signo radical.

1. X—y=a 1)
xy=b 2/
Resol. Elevando al cuadrado la ecuacion 1) que es una di-
ferencia de x é y, y sumando con el resultado el cuadruplo do
2),se hallara lasumade x éy:

X2—2xy+y2=a2
4xy =4b

X2+ 2sy+y2=a2-]-1b
x+y=+yV+4b 3)
La adiciéon y sustraccién de 1)y 3) nos da

X+y=+V “i-F55
x—y=a

x=lat4ViF+lb

y=—Ilat1V a*+®
La ecuacion 1) no essimétrica, lo que se veen el resultado.

ni. X2+y2=a 1)
xy=b 2)

Resol. Con 1) sume y réstese el duplo de 2) para hallar
la sumay la diferencia dex éy:

x2+y2=a
2xy =2b

x 2-f-2xy-f-y2=a4- 2
X2—2xy+y2==a—2b

de donde x-fy~+v'a-j-'b
x—v=+-\/a—2b
I

x=+ijVa+lb+iVa—2b

Tenemos cuatro valores de xéy, y forman pares de solucion
los signos que tienen en una y ot*n ecuacion un mismo lugar.
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V. X2—v2= a 1)
Xy = b 2)

tiisor. Se eleva alcuadrado 1) y so suma con el resultado el
cuadruplo del cuadrado de 2) para obtener la suma x2-f-ys:

xl—exsy!-]-y,=aa
4x4* =4b2

X'+ 2x2y,+y,=a2-Hb'i

de dondo s2+y’'=+v'i'+3b* 3)
X2—y2—a

x2ra+JVa'+4b "

y~A-Ja+JVAREN

Estrayendo la raiz cuadrada se tienen x é y. En la ecuacién
3) no escribimos sino el signo positivo delante de la cantidad radi-
cal, puesto que la suma x2-]-y2 es positiva, si x é y han do sor
reales.

V. Xx2+y2=a 1)
X +y =b 2)

Resol. Se eleva al cuadrado la ecuacion 2) y sorosta la ecua-
cion 1) para obteuer xy:
x2-f2xy-f-y2=b 2
s2 -fy2=»
2xy =b2—a 3)
Esta ecuacion se resta de 1) para obtener la diferencia x—y]|
X 2—2xy-j-y2=a—Db2-)-a=2a—b?2
de donde X—y =+ v/N—b2 4)
La adicion y sustraccion de 2) y 4) dan
X+y=hb -
x—y =+ \/2a—b3
X=ib*iV 2a—b*
y=lb~ ¢{\/ia—b2
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V1. x5—y2=a 1)
X zty =b S)

Resol. Se divide 1) por 2) y se obtiene inmediatamente la
diferencia x—y 6 la sumax-fy.

Vil. x3+y3=a 1)
X +y =b 2)

Resol. Elevaremos 2) al cubo y restaremos 1) del resultado:

x3+ 3x2y-f3xy3+y3=b3
XS —“Gy3=a
3xy(x+y) =b3—-a
luego, cuando se divide por la ecuacion 2) y después por 3

Xy:-b:;a 3)

Por medio de 2) y 3) se puede determinar x—y segun I.

VHI. X3—y3=a 1)
X —y =b 2)

Resol. Se resuelve de la misma manera:

x3—3x3y+ 3xy2—y3=b3
X3 —y3=a

—3xy (x—y) =b3—a

1X. x'tyd=a 1)
x-fy=b 2)
Reiol. Elevando 2) & la cuarta potencia y restando 1), so ob'
tiene
X *-)-4x3y-]-Gx2y2+ 4xy 3)-y4=b 4
x4 +yd=a

4x:'y+Gx3y2-)-4xy3 =b4—a
4xy (x2-f2xy+y3)—2x3y2=b4—a

El paréntesis equivaled b"'; luego
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4b*xy—2x,yl=b ‘—a
6 bien x'y"—2blxy=3ft~ hm

*y=b«td N v 3)

Conocido x-j-y por 2), y xy por 3), se puedo buscar x—y.
Do igual modo se resuelve el sistema:

x'ty'rza 1)
X-y =b 2)
§. 123.

Ecuaciones superiores que se resuelven como las
de segundo grado.

Muchas ecuaciones de grado superior con dos incognitas
puoden resolverse como las de segundo grado. EIl método gene-
ral que debe observarse consiste, en reducir poco & poco las ecua-
ciones dadas & grados inferiores, hasta llegar & un sistema de dos
ecuaciones resolubles.

Esta reduccion se efectia frecuentemente, descomponiendo
en factores los polinomios de la ecuacion de grado superior, y quo
contienen & las incégnitas, y después dividiendo una ecuacién por
la otra, si los polinomios de estas contienen un factor comin
compuesto de las incégnitas. Conduce & este fin buscar inmedia-
tamente el factor comun porel método del §31.

Otras veces se reducen las ecuaciones dadas & grados inferio-
res, por una sustitucién habil de una cantidad que so encuentra
en una de las ecuaciones, poniéndolaen laotra. Sin embargo no
pueden fijarse reglas generales do eliminacion.

Ejemplo! x34_y!'="a+b) (x—y) 1)
X2—xy+y2=a—b 2)

Resol. Busquese el méaximo comun divisor do los polinomios
que forman los primeros miembros de ambas ecuaciones. Se ha-
llard como méximo comun divisor el segundo polinomio mismo,
y que este multiplicado por x-f-y produce el primero. Luego
pueden escribirse las ecuaciones dadas en la forma

(x+y) (Xa—xy+yl)=(a-fb) (x—y) 3))
X 2—Xxy-j-y2=a—b 2)j

En lugar del seguudo paréntesis do 1) puede sustituirse a—b,
y tendremos el sistema mas simple:
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(H-y) (@ b)==(M-b) (x—y) 3)),
X3—xy+y2=a—Db 2)j

La primera de estas ecuaciones solo es de primer grado, lue-

go el sistemra es resoluble. Se saca de 3) y:—é, lo que se |pone

en 21, y dara
-2 a’'fa-b)
a2—ab-j-b2
1
1 -0 1 i
—aN a2—ab+b2 y~ —b”™Na2—ab+b2
Ejemplo II. (X3+y 3+xy (x+y)=15 1)1

x2ry2x2 =20 2\

B esol. Pueden resolverse los paréntesis y buscar el maximo
comun divisor de los primeros miembros de 1) y 2,. Pero sabeso
por el Ejemplol que x2+yJ=(x-]-y) (xa—xy+y?2), y por con-
siguiente el primer miembro de 1) se descompone en los factores
(x+y) (xa—xy+y2+xy)=(x+y) (x2+y2). Luego otra forma do
las ecuaciones dadas es

(x+y)(x2ty2)= 15 1) 1
(x3+y 2 x32= 20 2) )
Ahora dividiremos 1) por 2),jy tendremos
X+y _

En esta eouacion y en la ecuaciéon 2) transcribiremos la can-
tidad x2y2 en el segundo miembro y tendremos el sistema

X +y : 3) 3

X' +y* 4)
que, siguiendo el calculo de V enel § precedente, nos dard una
ecuacion' que contiene solamente & la cantidad .., En efecto
se siguo do 3) x3-F-2xy+y 3=+ ;x*yl

luego restando 4) x2

se obtiene 2xy = rgclx'y" -p 2|o0
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6 bien x'y6—"x3ys— ?]2-= 0 5)
on donde xsy’ puedo considerar-so como incégnita, cuyo valor
sera 5
+
Xy = —1GB4'14 do donde xy c]
2V
Sustituido el primer valor en 3), tenemos el Bistoma
x+y=3 7)
xXy=2 8)

y sigueso ahora el calculo do 1 on el § precedente
X 2-)-2xy-|-y2=9

4xy =8
X2—2xy +y2=1
Xx—y ==*1
Esta ecuacion forma con 7) el sistema
x+y=3 7
x—y =1 9)
do donde x=2,1
y=1,2

El otro valor de xy que estd en 6) nos suministrard otros
tantos valores do x é y, que seran irracionales.

Ejempto I11. (x*—y2) (x —y )=IGxy D\
(x*—y1) (xs—ys)=G40xly2 .2) f

Resol. Puedo dividirse la segunda ecuacién por la primera,
con lo cual se tendra el nuevo sistema mas simplo
(x2—y2) (x—y)=16xy 1) )
(x2+y2) (x-f-y)=40xy  3) )

Efectuando la multiplicacién que esta indicada en los 'pri-

meros miembros so siguo
x-'—xy2—x2y -f-y3=1Gxy
X 3-(-xy 2-]-x2y 2-f-y 3=40xy

2Xy2-j-2x2y 2 =24xy {a)
do donde 'X+y=12 4)

y elevando esta ecuacion al cuadrado, se saca la relacion
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x2-fy2=144—2xy 6)

Los valores de x-]-y> y de x2-]-y2 que tenemosen 4) y 6)
podemos sustituir en 3), por lo cual obtenemos

12 (144—2xy)=40xy

de donde sale xy=27 6)
y con 4) tenemos el sistema
X+y=12 4)
*y=27 6)

de donde ®=9, 3; y=3, 9.

La ecuacion (a) es divisible porxy, luego estard satisfecha
por el valor xy=0, luegoserd x=0, 6 y=0,64lavez x=y=0-
Sustituyendo x=0, la ecuacién 1) da y=0, y sustituyendo y=0,
se obtiene x=0. Por consiguiente tenemos como otra solucién
x=y=0.

Ejemplo V. —Gx2y2—x*-{-3y2=132 1))
y'—10y2x+26x2= 1 2)1]

Resol. La ultima ecuacion es un cuadrado perfecto, y lo son
también los tres primeros términos de la primera ecuacién. Lue-
go otra forma de las ecuaciones dadas es

(x2—3y2)2—(x2—3y2)=132 3)1
(y2—6x)2=1 4]

La primera de estas es una ecuacién completa de segundo
grado con la incognita x2—3y2 que puede hallarse, y la segunda
dard separadamente el valorde y2—5x. So saca

x2—3y2=12 6 —11 5))
y2—5x = £ 1 6) [

Combinando estos diferentes valores, tenemos que resolver
los sistemas

x2—3y2= 12 x2—3y2= —11
y2—5x =+ | y2—5x:4—1}(m)
X2—3y2= 12 x2—3y2= —11
y2—5x = —I y2—5x = - 1 HIV)

Para eliminar vy, el triplo de la segunda ecuacién do cada sis-
tema se sumara con la primera correspondiente, de donde que-
dan para resolver las ecuaciones

x2—15x= 15 yserd y2=5x-J~I

x2—15x= 9 y2=5x—1
x2—15x—— 8 y-—5x-f-1
x2—15x-—14 y2=5s—1
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Se obtienen facilmente los resultados que son los siguid™ 08

s,=J (154V"285) y.=+"38,5+2,5//285"
xsi (15+3\209) yi= + >j36,5+7,5"29

s¥; (15 VI93] yé& + 138,5+2,5M93

X U -in 5
X (Y vt 2
E jemplo V )¥j+y5 +)’2: m 1)3
x-fy=u 2))

Resol. Tenemos

e+iH'+s+>

x> i+ (K o)

Puede sustituirse este valor en 1) y saldra

G+I) +GHHR

de donde | =. ClrVvramso 3)

Pongamos por brevedad
i —I+\/4m+9)=a 4)
y tendremos quo resolver el sistema
y % .
X y=mn eh

Do la dltima ecuacién sacamos 3—n—x, y sustitiD’cndo es-
te valor en 5), hallamos
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ecuacion de segundo grado que puede resolverse y los valores
correspondientes de y se tomaran de 6).

Respecto a la cantidad irracional a cuyo valor finalmente
lia do sustituirse en el resultado, se calculard mas pronto, de
esta manera. Siguese de 6) y 5)

x2+ 2xy-f-xll=n’
X* +y’=a.xy

2xy  =n2—axy
do donde Xy="j-v> 8) )
con lo cual X+ y=n 9 )

forma un sistema mas sencillo, de donde sale

X=¢ N

y=to 2% i

y sustituyendo el valor de a que estd en4) y haciendo el deno-
minador racional, el resultado sera:

nll+~(m+G+2-\/4m+9)m }
y=Jn jl + y(m+6+]2Vim+9):m }

§. 124.

Valores maximos y minimos de Asegundo grado.
A. F unciones enteras.

1° Dicese funcion una cantidad cualquiera variable que de-
pendo de otra. Asi en
y=ax2+bx-f-c 1)

y es una funcién de X, que so supone como variable independien-
te y susceptible de todo valor real posible desde —co hasta -|- co.
La funcién (1) es una funcién algébrica, pues no contiene & x sino
como base de una potencia; ademases racional, no teniendo si-
no esponentes enteros de x; es enlera, no estando a en un deno-
minador, y finalmente es de segundo grado, pues el esponente mas
alto de x no escede a 2. *
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Aunque tomo x todo valor real posible, no sucedo lo mis-
mo con la variable independiente y. Siempre pueda asignarse 4y
tal valor real, que x se baga imaginario, lo que es contra nues-
tra suposicion. Resolviendo (1) segun X, se siguo

x = —1)+\/(bi—4ac)+Tay~ (2)
2u !

de donde se concluye, que comunmente para un mismo valor do
y existen dos valores diferentes do x, y que hay también valo-
res reales doy, & los que no corresponden valores reales de X,
4 saber, si la cantidad subradicai en (2) para un valor determi-
nado dey es negativa.

2° Puede representarse muy bien el cambio de una funcién,
por ejemplo de

Y= (X«_3x+ 6 (a)

sustituyendo valores sucesivos en lugar dola variable indepen-
diente x, y calculando los valores de y que corresponden. Asi
en el ejemplo propuesto

para x=—101—5 2] 04-21+S|-10{4-15 U-20W-25 |-j-30[-(-35
es y= 46] 2312161 O—O—14j—1651—u]— 6 |-f G|]-f23

Trazando ahora un sistema de coordenadas XX', TY' con el
origen O [fig. 35], tdbmense los valores de .r como abscisas, y los va-
lores correspondientes de y como ordenadas. Levantese, por ejem-
plo, en el punto —5 de OX' la ordenada Aa=23, en el pim-
io —2 la ordenada Bb=12 &a. Tendremos muchos puntos
a,b,c,d....i,t, que unidos los unos con los otros producen
una linea curva, y la imagen de la mudanza de la funcion
y. Por encima de XX' la curva no tiene limite; pues cre-
ciendo x, aumentard y, y finalmente para x=;00 ser4d también
y= 00, peroen sentido positivo. Luego son posibles todos los va-
lores positivos Aa'y; pero no lo nonios negativos, siendo Ji el ma-
yor valor negativo que existe. Lldmase este el min;mu de y, con-
siderando & y como unacantidad que decrece desde -j-o0 por to-
dos los valores positivos y negativos hasta esto valor determi-
nado quees —16,5y que no es susceptible do valores menores
que estos, sino que después, de nuevo comienza & crecer. Tene-
mos siempre dos ordenadas y iguales para diferentes valoresdo
x; solo la ordenada Ji gx corresponde al minimo no se repite.

En («) mudaremos solo el siguo del primer término, de suer-
te que tengamos la nueva funcién

y=-,*a-8x+G (ft)

y calcularemos do igual modo valores diferentes do y. Serad para
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x=_40] —301—251—201—15 —10l— 5 k— 2i Oi+21-f- 5]+10
y="34] {6 1+181+26 |+28,5 | +26]+18 | +II]+6—1}—I1j—2a

La curva estd representada eu la fig. 3G; su posicion es la
opuesta; son posibles todos los valores negativos de y, y existe so-
lamente un naimero limitado de valores positivos, entre los cuales
el méaximo es Ji =28,5 que corresponde & x=—15. Luego tal
curva tiene un méximo. También en este caso siempre existen
dos ordenadas iguales para diferentes valores de x; solo la orde-
nada Ji que correspondo al maximo viene una vez.

3? Se infiere de esto:

a) si enla funciébny=ax2+ bx-)-c el coeficiente a es positivo,
la funcién es susceptible de todos los valores desde +o00
hasta un limite cierto que es el minimo de la funcion.

b) si en la misma funcién, el coeficiente a es negativo, la fun-
cion es susceptible de todos los valores desde —oo hasta
un limite cierto que esel maximo de la funcién.

En uno y otro caso el limite puede ser positivo 6 negativo.

Puede considerarse también -f-cc como un méximo, y —a
como un minimo. Ahora, si a es positivo, y sera =-)-00, tanto
para x=-j-00, como para Xx=—00; Yy puede decirse que en este
caso la funcién tiene también dos maximos =-f-0o0. Pero si a es
negativo, sera ;/=—oco tanto para x=+c0 como para X=—00,
y la funcién tendrd dos minimos = —co. Luego concluimos:
La funcién

y=ax2-ij-bx+c (1)

tiene dos méximos =-]-co y un minimo finito, si a es positivo;
pero tiene dos minimos = —o y un maximo finito, si aes nega-
tivo.

4? Parahallar el valor maximo 6 minimo finito, sirve la ob-
servacion de que existe solamente un valor de x en el caso de
ser y un méximo 6 minimo. Resolviendo (1) segun x, se saca co-
mo aniba

n b+ V (b*—4ac)-f 4ay

y como demuestra el doble signo de la cantidad radical, siempre
existen 2 valores de x para un mismo valor de y, solo si la can-
tidad subradical es cero, se tiene un valor de x. Luego para el
caso del maximo 6 minimo tenemos

s= — ;4 = 4day+b2—aae=0 )

de donde se pueden calcular los valores correspondientes de x éy
que se buscan. Para obtener el valor méximo 6 minimo dey,

también podré sustituirse en la funcién (1) el valor de x que esta
en (3).
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5? Sigueso el mismo resultado de otra manera. La variablo x
so supone como cantidad real, luego no seran posibles otros va-
lores dey, sino aquellos quo en (2) satisfacou & la condicién

4ay-f-b2—4ac ILO )

6 bien & 4ay=4ac—b2 (5)

Abora 1) si a es positivo, (5) puede dividirse por asin mu-
dar el signo do la desigualdad [§ 109, A, 2)] y tenemos que do-
be ser

»,>4ae—Db2

4a-

Por consiguiente, siempre puedo sery mayor quo la canti-
dad que estd en el segundo miembro, peronunca puede ser mo-
nor que esta; luego el minimo valor de yes

4ac—b?2
y = 4a ©

Pero en este caso la cantidad radical en (2) es cero, y saca-
mos que el valor correspondiente do x, es

x= = o @

Supongamos 2) que a sea negativo, y no podemos dividir la
desigualdad (5) sin mudar su signo. Luego dividiendo tendremos

'4ac—bs
Y=- 4a

y serd yun maximo en el caso do la igualdad.

Do todo se sigue quo
para  x=-—p- es y= -ﬂ% ~ - un Minimo é un Méaximo
a a

seglin quo sea a positivo 6 negativo.
§. 125.

Ejemplos de aplicacion.

Ejempto |. BUscase el maximo 6 minimo do la funcion
y=5x2—10x-(- 7 (a)

Resol. Como el coeficiente do x2 es positivo, la funcién ten-
dra dos maximos = + x y un minimo finito para
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Xx— b _10 _+i
2a- 20 '1

y puesto este valor en (a) se obtiene este minimo buscado y = 2.
Ejemplo Il. Buscar el maximo 6 minimo de
y=5x—6x2 /?)

Besol. El coeficiente de x2 es negativo, luego la funcion
tendrd dos minimos = — o0 y un méaximo finito para

X = —2a= FE >y poniendo este valor en {(i), se sigue este maxi-

25 - - . L
mo y= ——. Por consiguiente, la funcién no tiene ningin va-
lor positivo.

Ejemplo JH. Descomponer elnimero N en dos sumandos,
eje manera que el producto de estos sea un maximo.

Besol. Sea x uno de los sumandos y ser& N—x el otro, lue-
go el producto buscado

y=x (N—x)=Nx—x2
El coeficiente de x2 es negativo, luego existe un producto
maximo para x=— — , & saber, descomponiendo el numero
N en dos sumandos iguales.

Demuéstrase facilmente el teorema general:
Descomponiendo un nimero en varios sumandos iguale?,
el producto de estos serd un maximo, es decir que sera ma-
yor que todo otro producto de sumandos desiguales del
mismo namero.
En efecto, si tenemos

t—v-Fa—.. ,=N constante (a)
P=t.u.v.w.... (b)

.haciendo t'=1 (t-)-u)«=u’, se saca

t'-)-tV]-v-]-w-]-.... =E constante
P'=t'.t".v.w....

yesera P'>P, "puest'.t']>t.u, siendo la suma t'+ t'=t-]-u la
misma que antes é iguales los sumandos Vy I' del primer miem-
bro. Luego el producto P se aumenta, haciéndose iguales dos de
sus Tactores, y por consiguiente sera P un maximo, si todos son
iguales.
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Ejemplo IV. Blscase, si existo un maximo 6 minimo do la
funcion

1,1
y=t+ 40
para t-j-u=N constante.
Besol. Se tiene y = ZUEI': B¢ ¥ el denominador es un méxi-
no si u=t; luego serd lafuncién un minimo si u—f.
Siguese en general, si t+u-f-v-]-\v-)-... ,=N es constante,
la suma de los valores reciprocos + ... sera un mini-

mo parat=u=v=w=....

Ejemplo V. Corren dos puntos con velocidades uniformes
vy V' sobre dos rectas perpendiculares hacia el punto Oen don-
de estas se cortan. Buscase la minima distancia que pueden te-
ner los puntos, si al tiempo de salir distan do O respectivamente
dy d' metros.

Besol. La minima distancia y que so busca es hipotenusa
de un triangulo rectdngulo, cuyos catetos son partes de las dos
rectas perpendiculares. Suponiendo que la minima distancia ten-
ga lugar x segundos después de salir, los puntos en aquel tiempo
distardn respectivamente (d—ex) y (d'—c'x) metros de O, y sera
por consiguiente

y2=(d_cx)2+ (d"'-c'x)2
6 bien y2=(c2-(-c'2) x2—2 (dc+d'c") x-}-(d2-j-d'2)

El coeficiente de x 2 es positivo, y por esto tendra y2 verda-
deramente un minimo que tiene lugar después do

b cd-J-c'd’
X 2a= c2-f-<72

segundos. Péngase este valor en la ecuacion de y2 y se tendrd la
minima distancia
i cd'—de’
y =+ —i—
ViH-C?2
en donde debe tomarse el signo conveniente quo haga & y positivo.

Ejemplo VI. Dado un tridngulo ABC [fig. 37] y en el lado
AB un puntoP, se quiere inscribir otro triangulo PQB, quo ten-
ga el lado QB paralelo 4 AB y cuya ureasea la mayor posible.

Besol. Sea h=CD la altura, n=AB la baso do ABC, i/=1?D
la alturay a—BQ la baso de PQB. Tendremos

2" _PQR= x.y (a)
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La semejanza de los triangulos nos da las relacioues

ah de donde x=a— %y

luego 2N\NPQR=ay— “y* (fl)

y esta funcién tiene verdaderamente un méximo, siendo el coe-
ficiente de y2negativo. EIl méximo ee halla para y= & saber,
cuando RQ pasa 'por la mitad de la altura.

s. 126.

Valores maximos y minimos de segundo grado.
B. F unciones fraccionarias ¢ irracionales.

1? Una funcion algébrica fraccionaria de segundo grado tie-
ne la forma generai
b __ax2-]-bx-f-c

y — a'x2-)-b'x4-c’ )

y el problema es determinar los valores que puede tomar. Or-
denando (1) segun las potencias de x, se deduce

(a—a'y)x2-)- (b—Db'y) x-j- (c—Cy)=0

_ —(b—b'y)xv/(*>—Db'y) I~ i (a—a'y) '(c—c'y) ,08
2(a—a'y) 1

Solo son posibles los valores dey que verifican la condicion
(b—b'y)2—4 (a—a'y)Xo—c'y) O 3)
y seran los estrenaos, maximos 6 minimos en el caso de la igual-

dad. Como en esta suposicion desaparece en (2) la cantidad ra-

dical, se saca el valor de x que correspondo al maximo 6 minimo
b—b'y
2(a—a'y) )

en donde paray ha de sustituirse su valor maximo 6 minimo
conveniente. Para buscar estos, ordenaremos la espresion (3) que
después de ordenada, tomara la forma

Ay2+By+C >0 )
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en donde por brevedad 'escribimos A, B, C en lugar do los coe-
ficientes mas complicados que resultan, & saber

A=b's—ta'c’; B=2 (2a'c+ 2ac'—bb")j] C=b2—Ilac (©)]

El polinomio (5), segun el;§ 118, puedo descomponerse en
factores, y designando por y'é y" & las raices de la ecuacion
Ay2-)-By-f-C=0, que & lavez son los méximos 6 minimos, si es-
tos existen, [tendremos; la condicion

Aly—y ) y—y")>0 O]
Distinguenso varios casos, conforme & los diferentes valores
de A y delas raices y' é \fi.

I. Sea A=0. No vale en esta suposicion lacondicion (7), sino
de (5) sacamos una espresion_do_primer grado

By-fC”~O dedondo y->—5 6 yfr—g

segun que sea B positivo 6 negativo; lo primero da un minimo,
y lo segundo da un méximo, y no teniendo otra condicién nin-
ugna, concluimos que

La funcién para A=0, B~>0 tiene dos maximos

infinitos =-j-00, y un minimofinito = — 8 ; Yy para A=0,
B <0 tiene dos minimos infinitos = —o00, y un maximo fi-
nitol también ——g .

Il. Sean A positivo y Jas raices reales desiguales. Si A es po-
sitivo, en (7) el producto (y—y') (y—y") ha de ser positivo, luego
los dos factores deben tener un mismo signo. Tomando y' como
la mayor raiz, deben eumplirso & la vez las condiciones

0 1) y—y>o0 dedondo y>y'| luegoy>y"

y—y">o0 y>y"i
6 2) y—y<o dedonde y<y' j|ieqoy<y
y—y"<® y<y"{ goy=y

Por consiguiente: en este caso, no es susceptible la funcién
y de valores contenidos entre los limites y' i y", peropuede
tener lodos los otros valores entre — y -)-00. Serdy' un
minimo, éy" mi méaximo finito.

I11.  Sean A negativo y las raices reales desiguales. Ahora el
producte (y—y') (y—y# ticno que ser negativo, luego debo ser
4 la vez
o ) y—y'>0 de dondo

y—y"<o y<y"l luwve®)">y>y'
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Tero esta condicion no puede verificarse, pues el mismo va-
lor de y no puede ser & la vez mayor que la mayor raizy menor
que la menor raiz. Queda la segunda suposicion:

1) y—y' <0 dedonde y<y' I iueffO
y—y" > y>y" } lues® J
lo que puede cumplirse. Por consiguiente:

En estecaso, lafuncién solo es susceptible de valores que
estan contenidos entre los limites f € y", y no tiene ningln
otro valor. Esy un méaximo éy" un minimo absolutamente.

IV. Sean A positivo y las ralees reales iguales 6 imagina>ias.

Haciendo enel Il caso y"=y', sesigue que y puede tomar
todo valor entre —so*y -)-» , sin limite ninguno. En efecto, si
en (7) es y"=y', se saca la condicion

A (y—y")s" 0 (8)
y serd, para Aj>0, esta espresion siempre positiva, cualquiera que
sea el valor de y. Luego concluimos que la funciéon no tiene li-
mites finitos.

Si las raices son imaginarias y por consiguiente nameros
complejos conjugados, y'=a-\-pi, y"—a—fi, la espresion (7) se
convierte en

A (y—a—fii) (y-af.fi) =A[(y-—«)2-j-/32]> 0 9)

.que también siempre espositivo, y no tiene y un limite determi-
nado. Observamos que en (8) es posible el signo de la igualdad
en el caso de ser y=y', pero que no lo esen (9). Siguese
En este caso, lo funcion no tiene limite ninguno, sinopue-
de tomar todo valor posible entre —x y -f-00.

V. Sean A negativo y las raices reales iguales 6 imaginarias.
Tenemos las mismas espresiones (8)y (9); pero nunca puede su-
ceder quesean positivas; luego concluimos que comunmente no
existe ningun valor real dey, y que solo para (8), en el caso de
la igualdad, existe un solo valor real de y, queesf.

2° Discusion del ultimo caso. Parece muy estrafio el Gltimo
resultado, de que la funcién
Y— ax2+bx+c (1,
a'x2-]-b'x-j-c’

no tenga ningdn valor, si A es negativo y las raices de (5) son ima-
ginarias y que no tenga sino un solo valor, si en la misma supo-
sicién para A, estas 'raices son reales é iguales. Aungue no pueda
dudarse de la verdad de esta conclusion, liaremos, &pesar de
esto, una discusion de las condiciones que forman el ultimo ca-
so, y podremos considerarla como un ejercicio en la teoria de
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las raices de ecunoiones de segundo grado. )
Si la espresion (7), 6 lo quo es lo mismo, la osprcsion (5),

nunca es positiva, puede escribirse que debe ser
Ay2-fBy+C <o (10)

y se entiende con esto que para cualquier valor real do vy, la
espresion queda negativa, 6 quo & lo mas se haga igual & cero,

teniendo por segunda condicion
A=b'2—4a'e'<0 (1)
Se verificard la condicién indicada en (10) si la espresion
z=Ay2+By+C

tiene un maximo cuyo valor sea negativo 6 & lo mas igual & cero.
Pero como A es negativo, segun el §121, la funcién z ticno un

méximo, que se saca para —’5_)/93

4AC—B-
4A
Luego so verifica la condicién (10), si tenemos

4AC—B2 _
WA =

El denominador A es negativo, luego debe ser el numerador
«1AC—B 2 positivo, 6 finalmente debo ser

B-— 4AC <0 a

en dondo A<0

Sustituyamos en estas desigualdades los valores do A, ByC
que estan en (6); resulta quedebeser
(2a‘'c+2ac—bb')y’—(b2—iac) (b'2—4aV)<0 1 (
b'“—4a‘'c'<0 ’
Dividamos la primera desigualdad por a2a'2, la segunda por
a'2; no se mudaran los signos de las desigualdades por estos di-
visores positivos. Sale

a a'/ A\
b'2
a‘3_4§< 0
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Seant, I'y v,Vv' las raices delas dos ecuaciones

ax24-bx+c=0 1

a'xa+ b'x+c'=0 ) (15)

que pueden formarse con los términos de la funcién (1), de ma-
nera que tengamos [§ 118, Id

jL=-(t+t"); g=W; A"=-(v+v'); £E=w"' (16)

y podremos transformar (14) para que tenga la forma siguiento:
12tt'3-2w'— (t-ft') (v-fv') | — j(t-}-t")2—4tt'] j(H-v')2—4w'j

<0
(t+ v)2—4w'<;0

que puede reducirse &

12t + 2vr'-(t+t') (y+V) | "-(t-t")2(v-v")2<0 ) 17)
(v-v")2<0 )

La primera de estas espresiones es la diferencia de dos cua-
drados que puede descomponerse en dos factores, y resolviendo
los pequefios paréntesis que contienen, se saca

(tt'+w'—t'v—tv') (tt'+ vww'—tv—t'v') <0

Cada uno de estos paréntesis puede descomponerse en otros

dos factores, y sale
(t—v) (t—V') (t—vV) (f—¥) <0 (18)

cantidad que es idéntica & B2—4AC iiO que esti en (12) y sola-
mente es otra formade la misma.

La segunda condicién de (17), que es (v—Vv')2< 0, no puede
verificarse por valores reales de vy V', luego serdn imaginarias
estas raices, y tendran la forma compleja conjugada:

v=a'-f-/3'i
[ (m)

V'=«'—ySi

resultando ahora

(t—v) (t—Vv")= (i—a'—p'i) (t—a'+ft'i)= (t—a’) 24 -/52
(t—V) (t—w")=(t'—a—fi"]) (t—a '+ pi)= (ti—a')2-fyS'2

con lo cual la condicién (18), junta con la otra (v—v')2<;0, forma
esta nueva

[(t-«',2+/32] f(t—a’)*+/S'2] =0 19)
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Las cantidades a' y ft' son reales, y si suponemos tnmbion rea-
lesaty seran reales y positivas todas las partes

(t—a)*5 /3'2; (t—a")8!

que constituyen la ospresion anterior. A lo mas puedo sor
(t—w/)j= 0, 6 (t'—«')2= 0, poro nuncatoman valoros negativos;
luego no puede acontecer quo el primor miembro do (19) sea

< 0 Solo estara satisfocba (19), si ty I' también son imaginarios

déla forma
t=rt+/3i )
t=iT /51 ) (M

Sustituyamos también ahora estos valores, juutamento con
los de (m); tendremos

(. HS—a'—/S'i) («-(-/Si—<*'+/S'i) (a—/Si—a'—/S'i)V
(«-/Si-a'+P'i)

=[(«—&)+>(£E—/?)] [([(Ea—_«2:?&4%)—3{3/’)51)!:(«—« N—i(/?-f-/3"]X

Multipligtese el primer factor por el'dltimo, el segundo por
el tercero, y saldra

[(«_«')»+(/?—/ ( 20)

Ahora, cuando los coeficientes a, b, c, a', b", ¢' de la funcién
(1), son cantidades reales como siempre suponemos, seran rea-
les también las cantidades a, iS, & /S. Pues tenemos, por ejem-
plo, por adicién y multiplicaciéon de las ecuaciones (n), con respec-

to 4 (1G9

2a = t-J-t'=— 1", luego a real,

«2-f-/32=t.t'=-, luego también /Sreal.

Solo serdn a o /? imaginarias, si los cocientes - 6 2 lo son, y

lo seran estos cocientes, si a 6 (5lo son. Perosi a, 1§ iS sou
reales, seran positivos los cuadrados que tenemos en (20) y no
puede hacerse que el primer miembro de (20) sea menor que cero
0 negativo.

Luego concluimos, que para satisfacer & la primera condicion
contenida en (20), de que el primer miembro sea negativo, se
necesita que unas U otras de las cantidades a, fi, a', (S sean ima-
ginarias y que lo sean también unas U otras do los coeficientes
o, b, c a, b\c.

Pero la primeracondicién (20) eselcasoYpara raices imagi-
narias de y, como se ve por la ospresion (9) que nunca puedo ser
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igual & cero. Por consiguiente, supone estaparle del caso V que la
funcién (1) tenga coeficientes imaginarios, y es una consecuencia
sencilla que valores reales de x no pueden producir reales do xj.

Tomaremos ahora la segunda condicién que esta en (20), que
se representa por el signo de la igualdad. Seré cero laespresion
(20), si uno U otro de los factores escero, y & este fin se necesita
que tengamos & la vez

a—a'=0; fi—/3'=0; luego n=a\ /?=/>'

6 también a—a'=0; /?—{/3/=0j luego a=a, fl=—/31

Unay oh'a suposicién, envirtud de(m) y (n), hace que sean
idénticas las raicesvyY & las raices ty t. Pero por medio de'
estas raices, la funcion (1) se escribe [§ 118, G°]

ax2-]-bx-]c  a(x—t) (x—t)
(21)
a'x2-]-b'x-j-¢'  a'(x—v), (x—V';
Como ty Vno se distinguen de v y V', simplificando la Gltima
fraccion, no queda sino
a
y=a'
es decir la funcién notiene sino un valor constante, cualquie-
ra que seaelvalor de x. Estees el caso V para raices reales é
iguales, que solo da un valor de x y supone este caso que y de nin-
guna manrn es una funcién de x, y no tiene de la ultima sino
la apariencia esterior.
Observamos, sin embargo, que la espresion (18) puede redu-
cirse & cero, sin que existe la condicion A =(v—v)2<”0, 6 lo que

es lomismo, si A=0. A este fin se necesita y basta, que por lo
menos una de las raices ty I’ sea igual & una de las otrasv 6 v';
y se ve que (21) se transforma en una ecuacién de primer grado
que no tiene ni un mMaximo ni un minimo. Pero puede suceder
también queen (18) & un tiempo sean las dos raicest y t' igua-
les & las otras vy Vv'. Quitase luego en (21) la cantidad indepen-

diente &y no queda sino y=~/como anteriormente. Siguese de

esto que la funcién ¥ nunca tiene un maximo 6 minimo si
B2—iAC=0.

30 Como las funciones fraccionarias, trataremos las funcio-
nes que tienen la forma

ax2-fa'y2 +bxy-f- cx-j-c'y+ d=0 (22)

es decir funciones entre dos variables x é y que constituyen una
ecuacion completa de segundo grado. Depende una variable de
la otra, y siendo de segundo grado, podran estar sujetas ambas
4 no pasar limites ciertos. En efecto, si ordenamos (22) segun X,
so tiene
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ax3+(by+c)x+(a'y2+c'y+d)=">

de donde x= ~ (br+c) (33;

2u
Esta x espresado pory, y dicese una funcién de osta forma
irracional, tiene pues la variable independiente debajo de un sib-
ilo radical. De la misma manera puede y espresarse por x . Bus-
cando el limite de una de estas cantidades, la ecuacion (33) ha
de resolverse segun la otra, y siguese el calculo de N 1. Puedo
hallarse, por ejemplo, el valor maximo 6 minimo que tiene ;/, po-
niendo igual 6 mayor do coro la cantidad subradical en (23).

Ejemplos de aplicacion

Ejemplo |I. BUscanse los valores que puede tener la funcion
—_ 2X-
- 4x-—3 (1)
Resol. Tenemos

h / 13,v(4y-i?)
— v 1%}12 ~+y V( y . 3

Sera .r real, si 3y(4dy—2) ~*0. La igualdad da los valores os-

tremos dey, y la desigualdad nos conduce & saber, si estos limi-
tes son maximos 6 minimos Para que sea positivo el primer miem-
bro, se necesita que sea a la vez 3y”~>0, 4y—37>0, de donde
y>0, yO i, luegoy>i; 6también‘que sea 3y<(0, 4y—2<0,
de donde y<(0. y<[i, lueyo y<jO. Por consiguiente no admite
la funcién valores contenidos entre 0y J, pudiendo tomar todos
los otros. Es J unminimo y cero un maximo relativo, aunque no
lo sean absolutamente. Los valores correspondientes de x son 0,
y +co, como se saca escribiendo en (&) los limites ya encontrados
dey. Bepresébntase la funcion en la Gg. 38.

Ejemplo | 1. Determinar los limites de
_ Gx—\-
5_ 4x-+3 ©)
Resol. Se deduce
3+>/1)—3y(4y+lI
)3y (4y+) -12y*-3y+9>0 w

ly+1

Descomponiendo la ultima raiz en factores, tiono que cum-
plirse la condicién —12(y-f1) (y—1)>0. A este fin los dos paren-
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aesis deben tener signos desiguales, y seraneard que la funcion
no ca susceptible de otros valores sino los que estdn entro iob
limites—1 y +j; es—1 un minimo, y -}-J un maximo absolu-
(dmenle. Los valores correspondientes de x para estos, son los
mismos—1 y +J como se siguo de la primera (4), en donde la
cantidad [radical escero [fig. 39].

E jemplo IIl. Bulscanse los limites de
2»»-8
5
J  4x2—&X ®

Kesol. Obsérvase siempre el mismo procedimiento. Para y
resultala condicion 9y2—12v-1-6 ~>0. 6 bien descomponiendo
en factores

oy—! V) y—1-~)=9 [(y-§)2r1]>0
y esto se verifica siempre. Luego no'liay jlimites para y.
Ejemplo IV. (Tiene todo valor posible la fraccién _J

x3-faxc]-b 7 ©

E esol. Tenemos
x==_ Ky-")tV (a3 1)2 ib~rf\ (aa_"b)yj—2ay-fISi (7)
a+2-ylb )
a3—Ib a p2v/b (
Designando la primera raiz que esla mayor por y', y la se-
gunda por y", la condicién para y que_tenemos en (7), se convier-

te en

(a2—4b) (y—y’) (y—y") " 0

Suponiendo que a2—4b)>0, se hallard que la funcién no tie-
ne valores entre y' é y", y que si ab—4b<ri), solo los tiene en-
tre y' € y". Supbnese ademas que b es positivo. Los valores cor-
respondientes de x son ljl-y/b.

Ejemplo V.. “Determinar los [valores quejmede tener

y=2Xx-j-~4+2x 9)
E esol. Siguese que (y—2x)z=4-]-2x, de donde

x=*{2y+ltve>+ir+4F=yT} (10)
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Debiendo ser la cantidad subradical ; 0, se deduce v~ '—12,

luego serd&—~un minimo para xt=— Ig m También .r tiene su

inimo = —2, paray=—4. Como so ve, el minimo de y no cor-
responde al de x [fig. 40],

Ejemplo VI. Sean a, b, &, b' cantidades positivas, y se bus-
can los limites de
a-f-bx
VAaZ+Fx* G

Resol. La variable x no tiene limite ninguno. Resulta do (11)
que y2(a'-)-b'x*)= (a-)-bx)2, de donde

N _ab+y”~P-Hb'yl—b "™ a2—a'ya) ,12)
b'yJ—ba !

y debe ser —a/b'y<(-(a5b'+a'b3)y*~0

6 bien —a'b'y-[y2—a - b ]gn0

El primer factor —a'b'y’ siempre es negativo, luego debe
ser negativo también el segundo, 6 bien

_ a2p'-f-ab2
n aVv

El segundo miembro es positivo, luego estard contenido y
entre los limites reales

L fPb'-\-a‘l7r ( Méaximo,
—\ aqy ( Minimo.
Ejempto VII. En un circulo quiere inscribirse un rectdngulo
cuya circunferencia sea un ma.rimo [fig. 41).
Resol. EIl diametro AC=2r, es una diagonal del rectangu-

lo, y llamando x 6 y a los lados del altimo, se tienoy= y/7r'—x*.
La circunferencia del rectangulo es

Z=2X+ 2y=2 X-j-2V 4r*—x2
de donde (z—2x)=2V4F=P"'

s= zxv"~+p2P=22z1). lucgd ,.<32,.. y< hy>
1
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y la dltima espresion cia un maximo para z, es decir para la
circunferencia del rectdngulo. Pero para el maximo es x=Jz,
luego si el valor méaximo do z se, sustituye, se sigue x=r\/2.
Ademas esz=2x-]|-2y 6 bien y=i(z—2x)=ry/2, es decir tenemos
x=y, y el rectangulo buscado es un cuadrado. No tiene este so-
lamente la mayor circunferencia, sino también la mayor aren
de todos los que pueden inscribirse, lo que puede demostrarse
facilmente.

Ejemplo VIH. Descomponer un nimero N en dos factores,
do manera que la suma do estos sea un minimo.

Resol. Sea x uno de los factores, sera N el otro, y la
suma do los mismos
zZ=s+~
Resuélvase la ecuacion segin x, y se tendrd x2—zx-fN=0,
de donde
Xx=¢ |z+ y/z'- iIN} ydebe ser z> 2 y/N

Luego z=2y/N es un minimo. Para este valor, se sigue
x=]z=y/N, y sera el otro factor Por consiguiente son

iguales los factores que se buscan.

Demuéstrase facilmente en general [cf. §125 Ejemp.111]: Des-
componiendo un nimero en factores igualespor muchos que sean, la
suma de los mismos es un minimo.

E jemplo IX. Enuna esfera ha de inscribirse un cilindro, cu-
ya superficie total sea un maximo 6 minimo [fig. 42],

Resol. Designando por R el radio delaesfera, por r el del
cilindro, por h la altura del Gltimo, sacamos que una de lasba-
ses del cilindro es =r2zr, y la superficie cilindrica (curva)
= 2r7.li; luego la superficie total tiene la espresion

S=2ralt+2rnrh (@)

Esta féormula pertenece a cualquier cilindro circular recto.
Ademas de esto, debiendo ser inscrito en la esfera dada, tenemos

la segunda relacion DF2—DG2-f-FG2, 6 bien R2= ra4—T, do

donde h=2y/K2—r2 (b)
Péngase este valor en (a) y tendremos la superficie total

S =2r27Tj-2rzr. r2 ©
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Sea por brevedad

y_tendras,un méximo 6 minimo, segin gno lo tenga | La ecia-
citn; (© ahora s escribe mas bravo:

z=rA2rv/irr-p a

en donde re:j.u varieble indeperdiente. Podremos resoher la
ecuacion segun 1, tendremos

r*=*|z-fR 24- )| @@

Lttegodebo sr
Z2_R2Z It<<0 (9)
Las raices de esta ecuacion son
*= A(1£V~5'1 (h)
La segunda es negativay no puedo ser limitode la canti-
dad FIBIS'I?I%G z; luego seraun” limio la primera. Blscase sola-
memte, sesun maximo 6 un minimo. Para conseguir esto con
toda certeza, dg[gnarerms la primera raizcon 7, y lasegunda
con -2,y la icion (Q) soconvierteen
@ D (22 <0

primer miembro debe ser necativo. Pero 2end probl
ma Eb toma sino valores positives, luego es posjtivo z—1E—Z" X

?ﬁﬁ negativo Zz, €s decir (pie tenemos z— 7. ysera z
Luego es
z= R2Q[V5) un Maximo
La syerficie méxima el cilindro essegin (@)
S=22/T=R-f 3-V.PD [0)

El valor correspondiente de, rso deduce de @, escribienco
en lugar de z © valor de su maximo

r*=i(z-piR»)=:}12(1+V5)+2B=]

6 bien rZ ~0G+/5); r

Biblioteca Nacional del Ecuador "Eugenio Espejo"



Pam la altura h ilei cilindro, sale de (b)
b=2E \/S—ig 5
fICITACIONES ESPONENCIALES:

§. 128.

Resolucion de las ecuaciones esponenciales.

Llamase una ecuacién esponencial, si tiene la incégnita por
esponentc de una potencia, 6 por indice de una raiz 6 también
por parte de uno o de otro. Pueden resolverse frecuentemente
ecuaciones de esta especie por medio de los logaritmos, redu-
ciéndolas & ecuaciones algébricas, que seran de primero, segundo
6 mas altogrado. Afadiremos aqui las formas delas ecuaciones
esponenciales que se presentan con mas frecuencia en el calculo;

l. a>-*'=d
"Tomando los logaritmos resulta
(bx-J-c) log a=log d
xb log a-]-clog a=log d
_log d—cloga
~’ bloga

1. ya=d
Tomense los logaritmosy saldré

loga _
bx—|4:‘_|09 d
log a=xb log d-}-c log‘ c

X~ T hiogd
ex -kl
1. yla=b“+"
»Siguese por los logaritmos

Ioaﬁ: (m i» log b
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| 2SA=0omx5-(-(din4-cu) x-J-dn

j idm-fcn x_ log a—dnlog b
cm — cmlogb

» _—(dm+ cn)+v/(dm—en)2-}-4cm log a : log~b
! 2cm !

(\VA a**+pa*=q
Sea al=:z) luego a.-'=z-, vy serd

z'+pz=<i

o572+ >

Xlog a=log (—

x=log (—2+ J ~ + qg):loga

X__ X
V. \/a -f-p \/a=<I
2X X_.
Sea y/a=z, luego \Zn=z2t y se tendra
z2+pz=q
«=-S £/
?m=-s+x7?ir

P 2izlo® 1+ \NA q)
x=1iloga:log (—]£~IL+q)

VI. =1
Tomando los logaritmos, péngase log x=z. Saldra

(a-f-log x)logx=log b
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(a-)-z) z=logb
z2-]-az=log b
z=-1xj¥ + Isb

logx=—]+”J 4-+logb
VIL. 1) a'.bl=p
2) c*:dWq

Tomense los logaritmos, y resultaran ecuaciones algébricas
de primer'grado con 4os incégnitas, qué pueden resolverse:

3) xloga-(-y log b=log p )
4) s log c—y logd=log q f

VI 1) ax+2, .b,=c’
2) d*r :e7=f

Témense los logaritmos, y saldran ecuaciones resolubles:
J

3 + 2 a+ b=y logc
3 (X ¥)I!Jggd—§(/llogge ¥2xgy) logf
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CAPITULO Y.

SERIES ARITMETICAS Y GEOMETRICAS.

ARTICELO LI

Series.

8 129.

Esplicaciones.

lo LIdmase sene cualquier continuacién do términos quo se
derivan unos de otros segiin una ley determinada. Es finita 6 in-
finita una serie, segln que sea finito 6 infinito el nimero do sus
términos, y dicese creciente 6 decreciente segin que vayan estos
aumentando 6 disminuyendo. EIl término que tiene el u“"Olugar,
contando desdo el principio de la serio,y que puede por lo tan-
to representar cualquier término, so llama termino general. Los
términos dependen del lugar que tienen, y por esto el término
general sera una funcién de n. Conocido el término general, coné-
cese toda la serie; pues esta puede formarse, poniendo los nime-
ros naturales en lugar de n, que esta en el término general. Sea,
por ejemplo, el término general do una serie t=n(n-j-1), y se-
r4 la serio

1.2, 2.3, 3.4, 45, 5.G....

La suma de todos los términos de una serio so dice la ruma
de laserie 6 también ol término sumatorio, aunquo propiaraonto
Go sea un término de la misma serie.

El indice de un término os el nimero (entero) quo indica
el lunar que el término ocupa en la serie. Asi t3 t< designan
los términos quo tienen el 3ry 4" lugar en laserie; tndesigna ol
n*“#0 término, y So la suma de los primeros n términos-
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2% Las series mas sencillas son las progresiones y hay pro-

gresiones aritméticas ij geométricas simples.

A) Unaprogresion aritméticasimplees una serie, en dondese de-
riva cualquier término del precedente, sumando con este un
nimero constante, Llamase este sumando constante, la dife-
rencia de la progresion. Asi

3, G9 12, 15, 18, 21....

es una progresion aritmética con la diferencia 3. So obtiene la
diferencia, restando cualquier término del siguiente. Dada la di-
ferencia y el primer término, se tiene toda la progresiéon aritmé-
tica. Seapor ejemplo 6 el primer término y 2 la diferenciay se-
r4 la progresion

6, 8, 19, 12, 14, 16....

B) Unaprogresion geométrica, simple es una serie, en donde se.
deriva cualquier término del precedente, multiplicando con
este un namero constante. Dicese este factor constante cociente
de la progresion geométrica. Dado el primer término y
el cociente, se tiene toda la serie:

2, G 18, 54, 162, 486.... (a)

en donde el primer término es 2, y el cociente 3. Se obtiene el
cociente, dividiendo cualquier término por el precedente. La
progresion geométrica es creciente 6 decreciente, segin que sea
el cociente mayor 6 menor que la unidad. La progresion (a)
es creciente, pues el cociente 3 es j>1; tendremos unaprogre-
sion decreciente, si tomamos por cociente 1 que es </1:

2,8 y, W) s, n,en

30 Ademas, liay series compuestas y pueden ser estas

de diferente especie; las mas simples son las siguientes:

A) Progresiones aritméticas compuestas son aquellas que tie-
nen por términos los productos do los términos corres-
pondientes de dos 6 mas progresiones aritméticas simples.
Asi es aritmética compuesta la progresion:

2.5, 6.8, 10.11, 14.14, 18.17, 22.20
pues consta de las dos progresiones

2, G 10, 14, 18, 22....
y 5,8,11,14,17,20....

una do las cuales tiene la diferencia 4,y la otrala diferencia 3.
Es aritmética compuesta también la serie:

Ik 24, 3, 4", 5% G\...

si k es un namero entero positivo; pues se obtiene, multiplican-

Biblioteca Nacional del Ecuador "Eugenio Espejo”



—341—

do consigo mismos, los.términos do la progi'esion aritmética

B) Progresiones aritmético-geométricas son aquellas que tienen
por términos los productos de los términos correspondien-
tes do una progresion aritmética y otra geométrica Tal
es la serie:

$b) 1% &5 Uy 85 1Hkeeen
gque consta de las progresiones
2, 4, G 8, 10, 12,14... .quo es aritmética,
y de i, LA. A> A. A, rh e«gne es geométrica.

4* Dada una serie, pueden formarse las diferencias entro
ios términos consecutivos, y de la nueva serie resultante'rbodra
formarse del mismo modo otra serie de diferencias &n. Asi, por
ejemplo, restando siempre iui término del siguiente y haciendo
lo mismo con la serie quo resulta &, obtenemos;

2 8 21 43 16 122 183 @
0 13 22 33 4G 61
7 9 11 13 15
2 2 2 2

La primera serie se dice serie principal, las otras sollaman
series de diferencias- En este ejemplo la tercera serie do diferen-
cias tiene términos iguales, y llamase por esto la serio princi-
pal (1) una serie aritmética superior de 3r. orden.

En general: jlamanse series aritméticas superiores aque-
llas que entro las series de. susdiferencias finalmente tie-
nen una con términos iguales. Es del orden m, si son
iguales los términos do la m]lf* serio do diferencias.
La progresion aritmética simple es del 1/ orden.

Como pueden formarse series de diferencias, asi lo pueden dé
turnas. Asi

dada la serio 1, 2, 3, 4.5, G...
serd 1, 3, G 10,15, 21....laprimera
.1, 4,10, 20,35 50....lasegunda

1, 5, 15, 35,70,12G. .. la tercera

série de sumas. Se obtienen, sumando' cada vez el primer’tér-
mino, quo siempre es el mismo, y después el término ya for-
mado, cun el que se sigue en la serie anterior.

Es claro qué puede formarse una infinidad do series dife-
rentes, combinando Una serio superior con otras, 6 con progre-
siones geomeétricas.
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Progresiones aritméticas simples.

1” El término general de unaprogresion aritmética (simple) es
t=a+(n—I)d (1j

en donde t designa el término general, n su indice, a el primer
término y d la diferencia.

Siguese esto inmediatamente de la forinacion de la serie. J3i
a es el primer términoy d la diferencia, la progresion debe ser
la siguiente:

a, a-f-d, a-)-2d, a+3d, a-)-4d,.. ..a+(n—I)d

Tiene la diferencia por coeficiente, en cada término, el indi-
ce del término, disminuido de X; luego sera el Ht‘O término
=a-i-(n—1)d.

2? La suma de una progresion aritmética simple es igual
4 la semisuma del primer término y del termino general, mul-
tiplicada por el indice de este:

s=n"r 2)

En efecto, si t es el término general 6 Ultimo, sera el penal-
timo t—d, el antependltimo t—2d <83 y escribiendo la serie
dos reces, la ultima vez en orden ~invertido, sumaremos :

s= a +(a+d)+(a+2d)+....-f(t-2d)+(t-d)+t
s— t -}-(t—d)-j-(t—2q) j-,.. -{-(a-{ 2cl) }(a i-ti)-j-a

2s==(a-(-tj-f-(a-(-t) -f-(a-f-t) -j-. mem+(a-f-t) -f-(a-)-t) —-(a-4-t)
Viene a-ft tantas veces, cuantos términos hay én la serie;
luego serd 2s=n(a-f-t) 6bien s=n5-t-fc
En la féormula (2) puede sustituirse el valor del término ge-
neral que estd en (1). Resulta otra férmula de la suma:
s=~n[2a+(u—I)d] 3)

3° Las formulas (Ij y (2) contienen 5 cantidades a,d,n,t,s,
y dadas 3 de estas, pueden calcularse las otras dos. La tabla
de la péagina 345 contiene todas las combinaciones entré las can-
tidades dadas y las que se buscan.

4" Siguese de (2) y (3) que

La nana de los n primeros numeros naturaleses s=4u(n-j-I)

Xa suma de los n primeros nimerospares es s= n(n-f-I)

Za suma de tos n primeros nimeros jmpareses s= n'-.
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1I'OnjIDLAS PAIIA LA3 PKOURESIONE3 ARITMETICAS.

s? dalos

14 a,
15 a,

10 d,

17 d,
18 -d,
19 d,

20 11,

=)

>S5 a2 a
~ o~

~-

buscado

féormulas.

t=a+ (n—1)d
t= —Adxy'[2ds+ (a—J d)3]

t= 25 _ 4
n

t_. s (n-Dd
nl 2

s= Jn[2a-j-(n—1) &]
a+t, (t-j-a) (t—a)
2 + 2d
s= In(a+t)

s= 4 u[2t—(n—1)d]

d= %*=»
= 252
d= nza—l
_ (t-fa) (t a)
2s—t—a
, 2nt—2s
n(n—i)
1 t—a
n— 1+ "3

1
1
d—2a , /f2s , /2a—d\2{
n 2d 1-JLd +( 2d ) ]

2

a-(-t
W [WT]
a= t—(n—1)d

S (n—1)d

u 2
a= ~d+V [(t+id)i—3dfi]
_2r o,
a= "o t

n
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N°

10
11

12

13
14
15

16

17
18
19

20

— 34:5—

F 6rmulas paea las progresiones geométricas.

datos buscado

* formulas

t= ae

t_ a+(e—1)b
e

((t:a)™=T__1)

._,s(e—hHe—1

e“—1
s_a(e®—1) ,
e—1
s = et--a
e—1
s= (tN —anNl (tr —p@n
8 1)
(e—le—1
t
a= n
a._(e-DN™
e —1
a= et— (e—I)s-
((a:t)F _1lj;((a:t)s=T-— 1) —
n—i_
=
e"—1 s_Q
e— 1 a
s—a
s—t
e°—1 se—1_n
e—1 t
log t—log a +1
log[a+(c—I)s]—loga
log e
logt—loga 1

11— log (s—a)—Ilog (s—t)
n logt—log [et—(e—1) s]
log e
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E jemplo |. BUscanse el término general y la suma do la pro-

gresion
1, 4,7 10, 13....

Resol. ~“Tenemos a=1, d=3; luego
t=a+ (n—1)d=I1+(n—1).3=3u—2
a4-t I-f-'lu—2 n(3n-—1)
= mm

s=n-f-=n -

Asi sera el 100“*° término =298, y la suma de los 100 prime-
ros términos =14950.

Ejemplo Il. Dada la suma s=570, el Gltimo término t=73
y la diferencia d=5 de una progresion aritmética, so busca la pro-
gresion mismay el nimero n de los términos que tiene.

Resol. Las dos ecuaciones fundamentales
1) t—a-f(n—I)d
2) s= nA/ti-

nos suministran todo lo que so necesita para hallar las dos in-
<cognitas_a y n. Ordenamos 1) y 2) segln ay n,y tendremos

3) a-j-nd=t-]-d
4) an+nt=2s

Para eliminar & la incognita a, multiplicaremos 3) por n y
restando 4) resultara
an-4-n-d=nt-{-nd
an-j-nt = 2s
n2d—nt=nt-(-nd—2s
n2d—(2t-(-d)n -]-2s=0

Ahora siguese por 3) que a=(t-j-d)—nd, luego
a=id+v/r:(t+id)2-2ds] (1)

Esta esla resolucion general del problema. Sustituyendo los
"valores dados, se siguo

ao 1510 (152 Cr an
T 10—10 1 15 a= =
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H numero n de los términos ha de ser entero, luego vale
solamente el resultado n=15, a=3, y la progresiones

3, 8, 13, 18, 23, 28---.

Ejemplo Ill. En una carrera se destinaron premios para los
caballeros, de manera que el primero recibié 100 pesos, y cada
uno de los otros 12 pesos ménos que el precedente, y recibieron
todoB la suma de 420 pesos. Buscase el numero de los caba-
lleros.

Resol. L os caballero~sean x. Recibiendo el primero 100 pe-
sos, y cada uno de los siguientes 12 pesos ménos que el prece-
cedente, recibié el altimo de los caballeros 100—(x—1) 12
= 112—12x pesos, luego todos juntos [form. (2)]:

x [100-f(112—12x)]_x(212—12x)
2 2

Pero s&bese que todos recibieron 420 pesos; luego se tiene U
ecuacion ’
x(212—12x)_ 17%p
2

. 2317 (117
X 6 t 6

El namero de los caballeros ha de ser entero, luego serad 6
el resultado.

§. 131.

Progresiones geométricas.

1* El término general de una progresion geométrica es
t=aq"1 * (4

en donde aes el primer términoy g el cociente de'la progresion.
En efecto, si aes el primer término y qel cociente, serd la
progresion
a, aq, ag2, aq3 aq‘....ag*~1

El esponente de g en cada término es igual al ind’ce del tér-
mino, disminuido deunaunidad; luego serd el esponente del
término =n—1, y este término =aq°~I.

2° La suma de una progresion geométrica es

s= tcr~a O también s= a3-" (5)
<G—i o—i
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Tsnemos s=n-J-ng-j-aga-|-ng3-I- .. me+ ag*~1
sq=  ag-f-aq™-j-ng5-)- .. _.j.ag«-1 faq’
luego sustrayendo, sg—s=aq—a
s(g-=n(g™1)
c— ng'—1

y esta es la Gltima férmula (5). Sl’g%ese la primera, efectianJo
la multiplicacién por ay poniendo agq’=aq*~‘q=tq.

3” Si la progresién geométrica os infinita y decreciente, lue-
go su cociente g un quebrado propioy n=o00 se liardq’=gq® = 0.
Por consiguiente serd la suma do una progresién geométrica
infinita y decreciente

a .
S = T—q (6)
4' De (5) y (6), para a=1,y q~x, resultan las formulas
Lo-Uxe @
I-L =1+ X+x"+x3+___jufin. /
(8)

para x= quebrad® propio. )

Escribase en (7) y (8) g en lugar de x y so tendra

a—h" .o, " " o
" B—a - 1—1—a 2b-)-a"~3p2-)-.... -fab +b*- 9)
k i ia.a“i@®3“j
—a™1 hb*P+b7+m+ - IMUEL (10)
para b~>a

5° Por medio de las formulas (4) y (5) pueden resolverse
todos los problemas sobre las progresiones geométricas; dadas
tres de las cantidades a, g, n, t, s, siempre pueden ballarso las
otras dos. Una tabla correspondiente se llalla en la pagina 346,
en donde e designa el cociente de la progresion.

§. 132.

Suma de la serie aritmético-geomeétrica.

P koblema | Buscar la suma de la serie
1+ 2q+3qij+4q93+ ....+nq™ *
Resol. Tenemos
S=1-f-294-3q2-f4q3+ ... .+nq*“ *
sq= q4-2q'+ 3q',+ meem+(“—i)q” '+ uq”

s—sgq=(I-fq+ q2-fqg3+ ... .+qgq"-')—nQg°
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lufi . "
9o s(I—1) ; o—1 —nq
_ ng°(a—1)—(@n—1)
(g -1)% (u>
Problema Il. Buscar la suma do la serie

I+ 3g+59*+7q3+9q4+ ....

Resol. Busquese primeramente el término general do la serie.
Ros coeficientes 1, 3,5, 7,9 .... forman una progresion aritméti-
ca con el primer término 1y la diferencia 2. Luego para esta,pro-
gresiéon serd t=1-)-(n—1).2= 2n—1, y tenemos

s=1+3q+5q92+ 793+9q4+ .. .. -f(2n—I)g—1
sq= g+3q!+5q3+ 794j-. .. ,+(2n—3jqn ‘+ (2n—I)q"

8—sq=I1-f-2q 4-292(- 2apFf 29" -j-___-Ran—1—(2n—I)qg°
s—sq=I+2q(l+ q-fgq2+ g3 - f —+ ™ 2)—(@2n—1)g°

s(l-g)=1-(2n-1)g*29.q. -1
q—

2n—g'™—1 wqi —]
a1 (a—1)s

Problema Ill. Buscar la suma de la serie

(12)

a.i-fa2q+a3<i 2+ a4q3H-------t-a»q°>-1

.en dondex.,, a2, as... .a,, forman una progresién aritmética con

1« diferencia el.
Resol. Tenemos
s=a ,-pa2g-fa3g2-)-a, q3+ ------ fa,,q—1
sq= a,g+a4q2+a,q3+ ----—-- ,q° V-fag“

«—sq=a,-|-(a2—a,)q-f(a3—a2)g2+ -----+"a,—a,,_,)q,-; t—a.q“
—as—a2=a(—a3= ....=a,,—a,,_1=d, luego se

sigue
s(l—)=a,+dq(H-q+qg2+q3-K.. .-Lqll—*)—a,0on

B(l—q)=aa, q"-f flg-t<_ ~ 1

s= ag°~a' -d °T'~L 13

¢1% 7 Yg—na )

en donde an=a-]-(n—I)d. Estaesla férmula general para la su-

ma de una progresion aritmético-geométrica, de la cual (11)y (12)
-no son sino casos particulares.
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§ 133.

Suma de las potencias de los nimeros naturales.

1? La sumade lasprimeras potencias cielos nameros natura-
les se talla inmediatamente por el § 130. Designando & esta su-
ma por ¢;'n, se tiene

Mn=1+2+3+4+.... + (n—1)+n=¢,n(u+l) {14)
2° Para obtenerla serna délos cuadrados, poéngase

I3 oo 1
2%=(1+ 1)3=13+3.124-3.1+ 1
3%=(2+ 1)3=23+3 22+3.2+1
43=(3-j-1)3= 33-j-3.3-'+3.3+

(n+1)3 "= 1iiT+ 3.n2+3 "A+l

Sumense todas estas ecuaciones y quitenso las series
13+23+33+43+ ...,+n3 quevienen en cada miembro con sig-

nos iguales, y resultara
$n+1)3=3(12+3s+32+. .+n2)+3(1+2+3+. ,+n)+(n+l)

es decir tenemos
(n+1)3=32n2+32'n+(n+1)

de donde 3,'n-=(n+1)3—3;'m—(n+1) («)

Conocemos el valor de i'n por (14), y sustituyendo este, ten-
dremos

e2n2= 12+ 22+32+. .., +n2=lu(n+1)(2n+1) (15)

Pueden sustituirse los valores do las sumas ya conocidas, y so

tendra
MN3= 1>+ 25+33+43 . .. +n,=Jn2(n+1)i (16)
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Esta suma, como so ve, ea el cuadrado de 2n.

El mismo célculo se sigue para determinar la suma de la»
4%, 5 G'....potencias; pero ofrece cada vez la reduccion final
mayores dificultades. Mas pronto para estas sumas se hallaran
espresiones de la forma jrr) y (/?), que bastan para el célculo quo
ocurre comunmente.

Ejemplol. Un namero de balas de cafiones estd puesto por
capas en forma de una pirdmide cuadrada, de manera quo cual-
quier lado de la capa inferior contenga n balas, y los do las ca-
pas que se siguen cada vez una bala menos. ;Cuéntas balas con-
tiene toda la pirdmide?

Resol. EI nimero de las balas, que contiene la capa mas
baja es n2, y esta espresion, &4 un tiempo, es la espresion general
del numero de las balas que contienen laa capas consecutivas.
Poniendo en la misma sucesivamente 1, 2, 3, 4. .. .n en lugar do
ny sumando, se tendra la suma de todas las balas que se encuen-
tran en lapiramide. Luego la suma buscnda es

2=1i4-22+3sH12+ - mme+ n2=+n(n-]-I) (2n-fl)

Ejemplo Il. Un namero de balas estd puesto por capas en
forma de una pirdmide triangular, de manera que cualquier lado
de la capa mas baja contenga n balas y los de las capas que se
siguen, cada vez una bala menos. Blscase el nUmero que tiene
toda la pirdmide.

Resol. La capa mas baja puede partirse en diferentes series
paralelas de balas, y serdn los nimeros de balas que contienen
1,2, 3,4....n, de manera que la suma de todas las balas conte-
nidas en la capa inferior sea la siguiente:

s=1+2+3+4+....+n=in(n+l)=2£72L

Esta espresion, & la vez, es la espresion general para el nd-
mero de balas que contienen las capas consecutivas. Pdngase
1,2,3,4... .nenlugar de n y sumese todo, y seré el nimero to-
tal que se busca

< |1+12 .2+2" 3+3= 4+42, n+n2
N e 2 2 2 2 2
_ 1+ 2+43+4+... ,+n 1242'i+32+42+ ....u2
—_ 2 + 2
_n(n+l) n(n+l) Qu+l)_n(n+1)(n+2)
2,2 + 2.U 2.3
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$. 134
Progresiones aritméticas compuestas.

P roblema I. Buscar lasuma do la serio
3.5+5.8-1-7.11+0.144 ccoorrvcrrnrrennne. («)’

Resol. La progresion dada estd compuesta do des progre-
siones simples
3, 5 7, 0., 2n+l)
y 5, 8, 11, 14,...... (3n+2)

Los términos generales de enda una se buscan por la for-
mula (1) del § 130, y ol producto de los mismos sera el término
general de la serie dada («). Designandole por tn, tenemos

tn= (2u+1) (&n+2)=Gn2+7n+2
Escribase 1, 2, 3,4.... nen lugarde n, y se tendra
t,=3.5- =G .12+-7.1+2
t,=5.8 =G .22-+7.2-+2
13=7.11=G.3-+-7.3+-2
t4=9.11=6.12+7.4-+2
tj= =Gn2 +- Tn-+2
S=G(I2+2=+3M -... .i2)+-7(1+2+3-+T. . h)+2n
S=?u(u-f1) 2u+-1)+- 5n(n+1)+-2n
S= 2 [4n2-+13n-+13]
P roblema Il. BuUscase la suma do la serie
1.2.3+-45.G-+7.8.9+-10.11.12+-...........

Resol. La serie esta compuesta de las tres

3, G9 12,.
Luego el término general de la serie dada es
t,,=(3n—2) ('n—1).2n=27n-"—57n3+60

y la suma de la Lorie sou
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S 27"n3—272n*+62ij
=f n(n-t-1) (9n*—3n—2)

P roblema Ill. Buscar la suma de
2,12-)-3.223-4.32-]-5.42-f-G.5a+ .. ..
Resol. El término general de la serie es
tAn-j-1jn2=n 3f-nJ
y por consiguiente la suma
S=r2n?+2n*=* n(n-j-1) B3nJ+7n+2)

P roblema 1Y. Unas balas de cafion estdn puestas en capas,
las unas sobre las otras, de manera que la capa mas baja tenga
la forma de un rectangulo que tiene m balas en el lado mas lar-
go y n en el otro,y que las capas que se siguen arriba, tengan
en cadauno de los lados cada vez una bala menos. Buscase el
namero total de las balas.

Resol. Los anchos de las capas, contandolos desdo arriba
hacia abajo, forman la progresién aritmética

1, 2, 3, 4....... (n—I), n («)

Los largos, contdndolos desde abajo hacia arriba, forman la
progresiéon aritmética

m, m—1, m—2, m—3,....... /3)

y teniendo esta n términos como (ar), el Ultimo término sera
m—n + 1, y el pendltimo m—n-)-2 &a. Escribiendo la ultima pro-
gresion en orden invertido, tendremos que los largos de las ca-
pas, desde arriba hacia abajo, forman la progresiéon aritmética

m—a-j-1, m—n-)-2, m—n-j-3,....m —n-|-(n—1), m—n-j-n  (y)

El largo de cada capa multiplicado por su ancho, nos da el
numero de balas que contiene; luego, contando desde arriba hacia
abajo, tendremos el numero de las balas en las capas consecutivas,
multiplicando unos con otros los términos consecutivos de las pro-
gresiones (a)y(y), y designando ostas sumas parciales por s,,
sa, s,... .S.v resulta

Sl=1.(m—n-j-I)=1.(m—n)+ 12
Sjji=2 (M—n--2)=* 2 [m—n)+ 22
s3=3 (in—n--3;= 3 (m—n)+ 32
s, =4 (m—n-J- 4): 4 (Mm—n)-;-42

&=n(m—n-j-n) = n (m—n)-j- n2
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Sumense todas estas ecuaciones y resultard ol numero total
de las balas que sebusca:

S=(1+2+3-H-f eeem)) (Mm—a)4 (P+2>+3»-fa*+.. +n>)
= iu(n-fl) (m-n)-f,u(n+I) (2u+l)

6 bien S=o0-n(n-f-1) Bm—n-|-I)
§ 135.

Férmulas eeneralos de las diferencias.

1? Consideremos ahora una serie cualquiera do cantidades
y las series de diferencias que pueden formarse de aquellas, se-
gun el método indicado en el § 129, 40, de manera que tengamos:

a, a2 as a, a5 aG.. .serio principal.
bi b2 b3 b, bs .. ..1" diferencias

Cada uno de los términos en cualquier serie sera igual & la
diferencia de los dos que estan encima & su derecha é izquierda en
la serie precedente. Asi serd, por ejemplo, b5=a G—-asy por in-
versién: as= a5-j-b3.

2 Espresando los términos que tienen un indico mayor que
1, porlos que tienen el indice precedente, y asi en adelante, has-
ta que tengamos en el resultado solo términos con ol indico 1,
observaremos que

aj~u,
a2—ai+ b,
a3=ai—2b

a«=ai-i-3bl+ 3ci d,
as=ai-j-4bi + Be, -f 4d, -j-e,
aG a,-j-5bi-j-10c,-j-10d,-f-5e, -j-f,

So afiade siempre un término mas, quo es el primero de la
serie de diferencias que se sigue, y en los coeficientes se observa
la misma ley que teniamos en el desarrollo del binomio do Now-
ton [§ Gly § 62], con la sola diferencia de que el esponento do
dicho binomio debo tener una unidad menos quo el indico de la
cantidad a quo estd en el primer miembro do las igualdados an-
teriores. Luego aparece que debe ser en general:

Tl oD @2 iw DeoAe ),

‘ait —— r.-u:

Biblioteca Nacional del Ecuador "Eugenio Espejo”



—31G -

firmula que tendra n términos, pues el n-)-Ir término y todos los
siguientes tienen el factor n—i?=0.

Supongamos que esta férmula (1) sea verdadera para eln*“™”
término, y demostraremos que lo debe ser también para el n-j-Ir
término. En efecto, tenemos 3/ i==anf-b0, y como a, se espresq
por la formula (1), asi b» se espresaréd por la ecuaciéon

porque la seriob,, b2, ba, b4... .se forma de las series siguientes
de la misma manera que la serie az, a2, a3,a,... .se forma de las
que'se.siguen & esta. Sumaremos (a) con (1) y tendremos

Sor-1= an'j’b,,
... (n—1)(n—=3) , (n—1) (n—2) (n—3) 4.
—aibig TNOTY (0D (02 (13
n—1, i (n—Nh(n—21
b T “C" ixis
- 5 n(n—1) , n(h—1) (n—2)
at ?b.+ “T 2~ Cl+ — rtz—
Escribiendo en (1) en lugar den, se deduce el mismo

resultado. Lu«gosi la férmula Q) esverdadera para el n/Jn0 tér-
mino, lo sera también para el n-f-ir término; 6 bien si os verdade-
ra para un término, cual fuere, lo serd también para el termino
siguiente. Pero la férmula il) es verdadera para n=1, 2, 3, 4,5,
G como se ve en los resultados ya encontrados anteriormente pa-
raa,, a2, a3. luego seré verdadera también para a7, luego
también para ae, a9, &a, es decir para cualquier término, y repre-»
senta (1) el término general de la serie.

3? Para hallar la suma de la serie principal, escribimos

(e} St So Sa S4 S5....Sn | Sn
| ~3 . &bee..
b( b2 b3 bj . b._,
Cl Co c3 G2

endonde S,=a, ; S2=Sx-f-a2=aa+ a2; S3=S2-]-a3=nt-|'a2
+a3 &ayengeneral S,,=S,,_i+a, =:al4-a2+ a3-(-___+ a, de-
siguala suma de la serie principal. De eéata manera, la.serie
U, Si, S,, S3... .puede considerarse como serie principal, y seran
las otras las series consecutivas de las diferencias. Luego es apli-
cable la formula (1) paraS,,, solo que debemos escribir Q a,, b,,
pi....enlugardea,, b, c,, d,. ...y ademas n-(-I en lugar" de
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n, porque S, es ol n-j-Ir tonuino do la serio en quo estd, Sera
por consiguiente:
n(n—1) | nfr—1) (n—21

1.2 124 ?

§. 136.

Series aritméticas "superiores.

1" Se verifican las férmulas il) y (2) del § precedente cua-
lesquiera que sean las cantidades a,, a3, a3, a,... .do la serio
principal, aunque no observen ninguna ley determinada.

Ahora, sila serie principal es aritmética del orden i», seran
iguales entre si las diferencias del orden m, y coro todas las
diferencias de los 6rdenes m-j-1, m-(-3 Aa, en general,
de todos los 6rdenes cuyos indices son mayores que m. De con-
siguiente, haciendo =0 aquellas diferencias que lo deben sor, se
siguen estas formulas de las series aritméticas:

Series aritméticas de V orden (c,=di= ..=x0)

a,=ai+ (n—I)b!

Series aritméticas de 2" orden (d,=e,: =0)
a,=a, ’---r-]-j_—1 b, (n—1)lf2n—2) Ci

S.=na, 4 MN=Up~p Nfo—fhg—21

Series aritméticas de 3' orden (oi=fi= ..=0)
n-1, i (n—~1)(n 2 _ (n-1) (n-2)(n-3),
fin—aH----— bi - J72 1" 123

Boocha, £ MO n—Dfn=2)0—9)

Series aritméticas de m"“° orden.
n-1. ,(n-1)(n-2)
a.=ai-j— — 11 T2
@3)

c , hu—y , N(n—1)-— (n—m)
SA na‘+ IT br+---~+ 123 »(intl) -m’ w
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y designase aqui por m, la constante diferencia del m“"* orden.
2? Efectuando las multiplicaciones indicadas en los numera-
dores de (3), se verd que anes un polinomio de m™0 grado da
porque el dltimo término tiene n otras tantas veces por fac-
tor. Luego, después de reducir, el término general tendréa la forma

orAon"4-A,nm'-J-Ajii“-2-]-.... +Am_,n-)-Am (f)

ycomo A,, \x,Aa... .pueden ser cantidades cualesquiera, segin
lo sean ar bx, cx...., deducimos el teorema siguiente:

A) Cualquier polinomio de m'1* grado de una cantidad entera n
puede considerarse como término general de una serie aritmé-
tica de m'M orden.

La m“*a potencia de n solo viene del altimo término de (3), y

es su coeficiente = n el cual, por otro lado, Ira

de ser igual asu coeficiente AOque tiene en la ecuacion (/3); luego
sera

---—--— .mx=Ai) 6bien m, ==1.2.3... . m.A9 (5)

de donde se saca inmediatamente la diferencia constante de la se-
rie aritmética que se produce por el polinomio mencionado do
m'“0Ogrado.

3° Si multiplicamos entre si, término por término, m progre-
siones aritméticas simples, cuya cada una tiene un término gene-
ral de la forma a-f(n—1I)d, tendiamos por término general de la
progresién compuesta resultante, un polinomio de m*““* grado
de n. Luego:

B) Una progresion compuesta de mfactores es una serie arit-

mética superior de m'**° grado.
Un caso particular es la serie

1%, 27, 3", Al n

que resulta multiplicando m veces con si misma la serie 1, 2, 3,i ...
n. Luego serd aritmética de ni't‘0orden. Como su término gene-
ral es a0=nn, se sigue por (/3) que AO=1,ypor consiguiente, on
virtud de (5), esla diferencia constante mi=1.2.3.4. .. .m.

§. 137.

Ejemplos de aplicacion-

Ejemplo I. Calcular una tabla de los cubos de los nimeros
naturales.

Resol. Estos cubos fox-man una serie aritmética de 3' orden
con la diferencia constante mx= 1.2.3=6. Luego, buscando las
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diferencias de los tres primeros cobos, lodos los oiros so hallaran
por sirplo adicion:
1 8 27 4 125 21G.. ..
7 19 37 a 91...
12 18 21 30....

G G 6....
De la misma manera se hallaran las 2", 1", 5“.. . .potencias
por simple adicién.
Ejemplo Il. Calcular todos los valores quo tiene la funcién

y=2xs+3xs—5x+ | paravnlores enteros de x

Resol. Estos valores de y forman una serie aritmética de 2'
orden con la diferencia constante rai=1.2.3.2=12. Por consi-
guiente, si buscamos los tres primeros valores do i/ que corres-
ponden & x——1, 0, + 1,y si formarnoslas diferencias correspon-
dientes, se hallaran los otros valores de y por simple adicién:

para x= —1 0 +1 +2 +3 +4

es v= 7 1 1 19 (e74 157
—G (0] I =8 oo
G 18 30 42....
12 12 12

El mismo procedimiento se sigue aun en la construccién
de las tablas de los logaritmos, de las funciones trigonométri-
cas &a; obsérvase, pues, que las diferencias de todas estas funcio-
nes tienden cada vez mas & hacerse iguales, & medida que crece
el indice de su orden.

Ejemplo Ill. Buscar la suma de la serio infinita
I-f3x+ 8x2+IGx3f ...

en donde los coeficientes forman una serie aritmética de 2" orden
con la diferencia constante 3.
Resol. Tenemos

s=1|-f- 3x-f- 8x5-FIGx3)-. .. .
SX= x-)-3x24- 8x5-t-....
e(l—x)=1 + 2x-J-5x2 8x3-)'ee m
sx(l—x)= X-f- 2X2 -j- BX-"~(- . ...
s(l—x)2=1 -f x+3x--f 3xJ+~. ..
=1 +x+3x2(I + x-fx2+ xH --..)
=1 -(-x -f 3x3 «Y—; por consiguiente

I-fx , jx2 _ 112x~
(1—x)2+ (1 x)* (1- X
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§. 138.

Numeros figurados.

1° Lldmanse nlimeros figurados los términos de las series de

sumas, cuya serie principal es 1, 1, 1,1.. . Y son los siguientes
i 1 1 1 1 [
. Irorden i 2 3 4 5 G...
2oorden i 3 6 10 15 21....
3' orden i 4 10 20 35 56.... [
4° orden i 5 15 35 70 126....
5oorden i G 21 56 12G 252. .. ]

Cualquier numero de cualquier orden, es la suma de todos
los nimeros del orden que precede, hasta el mismo lugar que ocu-
pa; luego el término general de cualquier 6rdcu es Ula vez el tér-
mino sumatorio del orden precedente. Ademas se ve que los nu-
meros del 1, 2% 3r,4%“.... orden son los mismos que los de la 2",
3a, 5%“.. . .coluniua y que los que estan en las hipotenusas con-
secutivas, son los coeficientes binomiales.

20 Los mismos numeros figurados pueden escribirse en-6rden
invertido de esta manera:

0 0 01 5 15 35 70....4" orden

00 01 4 10 20 35...... 3
0 01 3 G110 15
01 2 3 4 L1,
1 r i 11

de suerte que cada serie sea una serie aritmética del mismo orden
con la diferencia constante 1, y contenga tantos ceros delante de
los numeros significativos, cuantas unidades tiene el indice de su
orden

Luego podremos aplicar la férmula (3) del § 13G

.n—1. , (n—I)(n—2) , (n—
jH 0 °,

) , 1).. ..(n—m)
tn— -y-bjH-—-0 et + -t 1.23....m—

escribiendo «+»i en lugar de m y poniendo ai=bp=ci=dx=
....=0, de manera que la férmula no retenga sino el ultimo
término con mP cuya cantidad es =1. Por consiguiente sera

(n-1-m—1) (n-f-m—2).. .in-]-)n
1.2.3...-m
% bien, cuando escribimos el numerador en orden invertido,
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o il (AL (n-f - Yomer (n-fm - 1)
" 1-2.3

cem (-5)
tara m=1, 2, 3. 4... .se sacan las férmulas particulares
_n

I forden, 0.'Il—u__i

. nl
2”orden, W~ 12

. . n|
8' 6rded, au=— 123

» |
4”orden, N

ae 1.2.34
Aa &a.

3? Sea ahora la serie principal d, d, d, d.

y seran las se-

ries de”simas para el primer término 1:

d 6....
Irorden 1 1+d
2"orden 1 2+-d
3rorden 1 3+d ®
4”orden 1 4-+4d Ll

Cada uno de estos numeros tiene la forma A+B.d, yos A
el numero figurado que en la.tabla (a) tiene el mismo lugar en
el orden precedente, luego escribiendo en (0) m—1 en lugar de

«i, tendremos:
\  n(U-j-l) (n-f21--—-- (n+m—2)
1.2.3... .(m—1)

t Ademas, B es el nimero figurado que en la tabla (a) ocupa
€l mismo orden, peroel lugar precedente, do manera que. escri-
biendo n—1 en bigardo n, laférmula (ti) nos suministro

B= 10U rliniil+1); « (n+m—2)
1.2 2 ey it

Si llamamos Tlt al término general del jntJao6uljn, ro eaci

@

TH=A +B d-aitlzrl |E|%Ial§loom Loi J{ d_I
Los nlimeros de 2° Ged<n
1, 2+d; 3-f36; 4+J06; 5-flOtf:....
iJuo tienen Ila forma general
T~A-n + 2 U S
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4e dicen nameros poligonales y son los siguientes:

para 6=1 1 3 6 10 15.... ndm. triangulares!
<5=2 1 4 9 16 25.... num. cuadrados
<6=3 1 5 12 22 35__ num. pentagonales
<3=4 1 G 15 23 45.... ndm. hexagonales.

Los nudineros de 3r orden
3; 3+<5; G+i<b5; 10+10<5; 15+20<5;....
¢pie tienen la forma general

m_ (u-fl)n L(n-f-1)n(n—1) A
'u 12 'r 1.2.3

sé llaman numerospiramidales y son estos

para<5=1 1 4 10 20 35.... de 3 lados
<56=2 1 5 14 30 55.... de4
<5=3 1 G 18 40 75.... deb5 ,
<5=4 1 7 22 50 95.... deG ,»

El nimero de las balas de cafion'que forman nna pirdmide
regular de 3 6 4 lados, siempre és el nUmero piramidal correspon-
diente, mientras que el mafiero de las balas que las capas contie-
nen, os un ndmero triangular 6 cuadrado.

ARTICULO II.
Calen!-) <3el j«teres compuesto.
§. 139.

Ecuacion general del interes compuesto

1* Interes compuestoes el infere» producido por el capital y sus
intereses simples, cuando estos se afiuden al capital para producir
michos intereses.

P roblema |. Dado el capital inicial C, bailar el capital fiHal
K, enque se convierte & interes compuesto dentro de n afios, si p
és el tanto ¢ el Interes simple .que producen 100 en un afio.

Resol. 100 pesos en 1 afio dan p pesos por intereses, luego

1 pesoenl afio dard -1L pesos por intereses,y 1 peso, por lo tan-
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to, en 1 aflo so convertiraen 1+ ~ pesos. Sen por brevedad

q=1I+fp (»)

y si 1 peso en 1 nfio so convierte en g pesos,
C pesos en 1 nfio so convertiran en Cq pesos
| P 2 afios...........

De donde resulta que el capital final que se busca es:
K=Caq" m

Dicese ¢ el cociente de aumento 6 do intoros.

Esta ecuacion fundamental se aplica también para hallar
{malquiera de las. cuatro cantidades C, g. n, K, si estan dadas las
ptras tres. Asi tenemos en general:

K=Cqg,,. C=— q=y/K:u ]
_ loffK—Ilopf G { "=
| I 159q >

Nota. En el caso de ser los intei-eses semestres, semisemes-
tres, mensuales, se escribe 1+ ~ .1+ ~ | 1+ ~jj en lugar

de 1-f- jjjy y 2n, 4», 12n en lugarde n.

Ejemplo I. Sp han impuesto 18300 pesos & Interes compues-
to; ¢qué suma debe recibirse nicabo de 8 afios por cap’tal € inte-
reses, si5 es el tanto por 10!)?

Resol. Por la primera ecuaciéon (1) tenemos *

log K = log C+u Ing q

en donde 0=18300, n=8, q= 1+ ~ =1,05. Luego sera

Jog K = i log 18300=1,26245
81lon 1,05 =0,16052

=4,43107
K =27037,5 pesos.

Ejtimpj.o 1. (Que capital se necesita imponer & interés com-
puesto para recibir al cabo de 12 afios 8000 peros por capltal P
putereses, siendo 4,5 el tanto por xyyv
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R esol. Valiéndonos de la segunda ecuacion (1), deducimos
log C= log K—n log ri
£n donde K=8000, n=12, <1=1,045, de manera quo
r ( log 8000=3,0030!)

'8 = (1210gli045=0,220.44
=3,07305
C =471G8 pfesos.

E jemplo IIP. 1000 pesos sellan convertido,4 interés compges:
to, en 25 afios, en 3386 pesos. (Cudl hasido el tanto por IuO?

Kesol. BuUscase el cociente del interes q que nos conduce t,
conocer el tantop por la ecuacion q=1+ JL . Haciendo uso dij.
la tercera ecuacion (1), se tiene

108 'g=g (log K—log C
endonde K=33S6, C=1000, n=25, luego sera

_ (log 3380=3,52969
1090= 4 og 1000=3

=0,5290!) :25
=0,0211870
q=1,05

De consiguiente es 1+ j~j—1,03, luego”=0,05 y p=5.

"EjEstrLo IV. (En cuéntos afios un capital de 2300 posos so
aumenta & 3740,55 pesos, siendo5 ti tanto?
Resol. Sacase por la ultima ecuacién (1) el resultado n=10.

8= 140
Vglov final de un capital impuesto al principio de,
cada afio.
P roblema Il. Hallar el capital A en que se conciaie un capital

C, impuesto al principio de cada afio, por espacio de n afios, siendo,
p el tantopor 100.

Resol. Se imponen n diferentes capitales, cada uno de 1c?.
(¢nales es ==C, por los tiempos respectivos
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nn 1. u—2, 2, 1 arto,

luego seran los valores que tienen al cabo (le les n afios, los si-,
guienles
* Cqg", Cg™~', Cqg"-2,....Cg\ Cqg* Cq

ciiv(\_"sjiiina es el capital A que se busca:
A=Cqg+Cq2-fCq?+ ....+0.]"

v como el segundo miembro es una progresién geométrica, se
tiene por el § 131

A= Ca,j=T ()

La misma ecuacién puede emplearse para hallar C o a, s\
estdn dadas las otras cantidades, de manera que tengamos en,
general

= itl: = "] o=
A= Ca,itl; C dqt q"-I Aq @,

E jempto I. Al principio de cada afio se impone un capital do
4080 pesos a interes compuesto ;Qué suma puede recibirse al ca-
bo de 10 afios, siendo 1 el tanto por 100?

Resoi. Tenemos C=4080, n=10, g=1,04. Ademas, para
calcular el valor de g"—1, tenemos log g“=u log q=10 log 1,04
=1i,1703=log 1,48013, do donde g"—1,48013, luego (,—1=0,48013.
Finalmente es gq—1=1,04—1=0,01, y sustituyendo estos valo-
res, en la primera ecuacion (2), deducimos:

0,01
6 bien A = 102000.1,04.0,18013= 50932,2 pesos.

A= C‘f'iq:f- =4080 1,04.

Ejemplo Il. Un capital de 100 pesos prestado por una serio
de afios, al principio,de cada uno de estos, se ba aumentado &
1671,35 pesos, siendo 5 el tanto. Bulscase el nimero ele los afios.

Resol. Esta dado A =1671,35, C=100, g= 1,05, g—1=0,05,
luego por la dGltima férmula (<)) so tiene

. . _ 1671,32.0,05
1,05"—1= 100.1,05 (0,70588
1,05'=1,7958S
log 1,79588 0.25428
log 1,05 0,02119

E jemplo Ill. Un capital do C pesos so lia impuesto por n afios
4 interes compuesto, siendo// el tanto, y al cabo de cada afio el
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capital so simenla (3 disminuye) de C' pesos. ;Cual sera la suma
que puede recibirse ni lin de los n afos?

Xerot.. El capital C impuesto al principio del primer afio equi-
vale & Cq° pesos alcabo de los )i afios.

El capitule' que se afiade (6 resta) al fin de cada afio, pro'
¢luce intereses por afos

n—1, n—2, n—3,... .2, 1 0
luego tiene los valores finales

Cg*-1. Cg"—vC'q"-8....C'g2, Cq, C
puyastuna es
A'=C'+ C'q-(-C'g2-(-.... -j-C'q"-=4-C'q" =C".
la curd ha de sumarse (6 restarse) con Cgn que produce el ca-
pital C por si mismo. Luego designando él valor toial por A,
tenemos
A=Cg"+C .3,3é{_ ()

ecuacién que sirve'también para calcular los valores de C,C'y n;

o A(g—NgzC'ig“—1) ; ~_(A-Cq")(q-1)
q(q-ij N q"-i
p==log [A(g-1)+C'1-log fC(q-1)xC /]
log q

Sa 141,
Calculo de rentas.

1 Problema Ill. Hallar el capital C que se lia de imponer a
interes compuesto, para recibir al finele cada afio una renta R,
de modo que en n afios se haya percibido el capital primitivo,
y los intereses devengados.

Resol. Resuélvese este problema de la misma manera que el
ejemplo HI1 del § precedente, solo que la cantidad a es igual &
cero, porque el valor final del capital C que se busca, ha de sor
igual- al valor que al cabo de los ij afios tienen los capitales anua-
les C'=R percibidos. De consiguiente, si en (I11) escribimos It
en lugar de C', ceroen lugar de A, y tomamos el signo negativo,
tendremos por resultado la ecuacionfundamental de rentan:

mE=f£=<> PYI

Despejando C 6R 6 v, resulta:
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Ejemplo |, Qué capila] se necesita imponer & interes compues-
to para que recibiendo 18i'0 pesos anuales, se percibaen I(i afios
capital y réditos, siendo 6,6' el tanto por 100?

Resol. Este problema ss resuelvo por la primera ecuacién
(4), y es

R=1800; n=IG; g=1,065; q"=2,7390G

B 1,73906
C=1800., 78900.0,065
log 1800=3.25527 log 2,73906=0,-13760
log 1,73906=0,2-1032 log 0,065 =0,81291—2
3,49559 1,25051—2
1.25051—2
log C=4,24508 0=17582,-4 pesos.

Ejemplo Il. Un comerciante tomo 6-1800 pesos & interés coni-
puesto: satisface por ellos anualmente 8000 pesos. ;En cuantos
afios estinguira la deuda, siendo-1el tanto por 100?

Resol Y lindénos do la tercera formula (4), tenemos

R:=8500; C=G-4S00; q=1,04; g—1=0,04

log 8500— log 18500—64800.0.04]

Tug 1,04
log 8500—Ilog 5903 _0.15798
log 1,04 001703 227 aprox.

Ejemplo ITT. Un hombre impone por el espacio de m afios,
hl principio de cada-uno, C pesos & interes compuesto para dis-
frutar, por los n afios siguientes, una pensién do R pesos al cabo
de cada afio, siendo p el tanto por 100 convenido. Buscase la ro-
lacion que hay entre estas cantidades.

Resol. C pesos impuestos por m afios, al principio de cada
uno, segun la féormula (I1), equivalen &

al cabo delosm afios. Ademas, en virtud do la primera formula
(m!), una renta R que se pereibe por el espacio de n afios, al ca-'
bo de cada uno, equivale & un capital de
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ni principio de este tiempo. Debiendo ser iguales éstas dos can-
tidades, se s

qm—1 _

€A 41~ Rgui \

de donde 1

c=e. 9l i WHIgm 1
q‘—l

(5)

R g—1 - 1 C ,» |

<=1 .c.a= 1 _geR i |

Las altimas dos ecuaciones conducen & conocer las canti-
dades my n.

Ejemplo IV. Una renta anual crece en progresion aritméti-
ca, de manera que & los cabos de n afios consecutivos se perciban
las sumas K, 2R, 3R, 4R....nR. Buscase el valor de la renta
que tiene al principio del 1' afio.

Resol. Si los valores de las rentas consecutivas, que tienen al
principio del It afio, se designan por C,, C2, 03....Co, tendre-
mos

C(=qR; 02 c"=4Tt; C3,q'=3R... .C,,.q"=nR, de doudé

i, R. =_2R p 3R nR

La ilimaes el val ir V que se busca

v_ R ,2R, 3R, , R

.Y-q +? +? +---'V

mv=5(i+?2+il+ i+ ...,+JLTf)
a aqg g q°

ecuacion que se resuelve segun el Ejemplo I del §132 y da por
Resultado

_ Rfg(@*—1)—n(a—1)I
d'(@

vi
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CAPITULO VI.

SINTAXIS algébrica.

§. 142.

De la siutéxis algébrica o11 general

1. Con el nombre tic sinitiris, en el algebra, se entiende su
parte que trata de las colocaciones 6 composiciones diferentes
de objetos, efectudndolas segin una ley fijay determinada.

Dados, por ejemplo, tres objetos diferentes, que designamos
por a, b, e, podremos componerlos de diferentes maneras:

nb, lia, ac, be....de dos en dos,
abe, aeb, bac, bea, cab. ...de tres en tres.

Los objetos dados para formar colocaciones diferentes, so
Ilaman elementos y dcsignansc ordinariamente por letras ¢ cifras.
Un paréntesis, que contiene los elementos dados, puestos segun
el orden del alfabeto, 6 segun la posicion natural do los nameros,
se llama indice, como

(abede); (1234); (cioprrt)

el- primero de los cuales indica, por ejemplo, que a b, e d, o
han de colocarse de diferentes maneras.1

El nombre “sintaxis" viene do Gvi'Ttrsjic, palabra derivada do
gvvy tgggcj lo que quiere decir ordenar unos objetos con otros.

No se considera en lo:;; elementos <rvalor de los nimeros 6
letras, sino Unicamente la posicién de los mismos 6 el lugar que
ocupan. Sin embargo, dicese un elemento mas alto que otro, si en
el indice estd mas & la derecha. Asi, dado el indice (abed), sera
b mas alto que a, y d mas alto que a, by c.

2. Cada composicion verificada por medio de los elementos
dados, toma el nombre de grupo 6 coloracién. Como los elemen-
tos, asi también las colocaciones, se distinguen en inferiores y su-
periores: es superior una colocacién respecto »le otra, si contieno
un elemento superior mas & la izquierda. Asi la colocacion nbde
es mas alta que la colocacion abed, pues el elemento superior d
estd mas & la izquierda.

Dicense bien ordenadas colocaciones diferentes, si ninguna de
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estas va precedida de otra mas alta. Tales son las colocaeiouos
abe, aeb, bnc, bea, cab, cba

S. Ademas de esto, las diferentes colocaciones so distribuyen
en clases y Ordenes.

Condcese la clase de colocacion por el nimero de elementos
que contiene: colocaciones gtio contienen 1,2, 3,4.... elemen-
tos son de la 1" 2% 3" i*.... clase.

Condcese el orden de colocacion por la letra 6elemento inicial:
colocaciones que tienen un mismo elemento inicial, pertenecen al
mismo ordeny es un orden el 1y 29 3 4°___, si el elemento ini-
cial esel 1m2” 3m 4“. .. .(diferente) del indice. Asi, las coloca-
ciones del indico (abede)

ab, ac, ad, ae pertenecen al ordena—1' orden

be, bd, be .V , 6=2°
cd, ce . ., C=3r
de . d=i"

y son todas do la 2" clase, mientras que la colocacién abe <5 una
do la 3* y deba una de la4" clase.

4. Al formar diversas colocaciones se distinguen tres casos:

. Las colocaciones diferentes tienen que distinguirse unas
do otras solo por laposicion de los elementos, quedando siempro
los mismos,,lanio el nimero, como jos elementos empleados. Dicen-
se permutaciones las colocaciones de esta especie.

I1. Las colocaciones ban de ser diferentes solo por el nimero
y la diversidad de los elementos y no se atiende & la posicion de
estos. Designause por el nombre de combinaciones.

111, Las colocaciones deben distinguirse por el nimero, la di-
versidad y laposicion de los elementos, y dicense en este caso, va-
riaciones.

Con esto, la sintaxis contiene tres partes que tratan:

1) de las permutaciones, I1) de las combinacionesy I11) de las
variaciones.

ARTICULO I.

Permutacione -

8= 143.

De las permutaciones en general.

1. Permutar elementos dados, es efectuar todas las posicio-
nes posibles, de modo que cada una do las colocaciones forma-
das contenga todos los elementos dadosy cada uno, unavez.

Toda colocacién asi obtenida, se llamaunapermutado». Son
permutaciones del indice (abe):
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abo, acb, bac, bca, cab, cba
Solo se distingueu por la posicién do los elementos.

El indico puedo contener elementos, 6 todos diferentes unos
do otiros, 6 también algunos iguales. Segln esto so distinguen:
pef mutaciones sin repeticion, si todos los elementos dados son de-
siguales, y permutaciones con repeticion, si entre los elementos hay
idénticos. Asi, son permutaciones

sin repeticion 123, 132, 213, 231. ..del indico (123)
con npelicion 1134, 1143, 1314... del indico (1134).

2. La sintaxis'algébrica, pues, tiene por objeto:

1) Determinar una ley cierta}' tija, por medio de la cual so
verifican todas las permutaciones posibles.

2) Determinar el nimero de permutaciéon que es el'do todas-
las permutaciones que pueden efectuarse con los elementos dados.*"

3) Determinar el layar que,ocupauna permutacion dada en-
tre las otras efectuadas con los mismos elementos.

4) Determinar la permutacion, dado el lugar quo tiene entro
las otras.

§ 144.

Ley de permutacién.

Para efectuar y al mismo tiempo para tener bien ordenadas
todas las permutaciones que pueden verificarse con los elemen-
tos de un indice dado, so observara este procedimiento:

Yendo de la derecha G la izquierda, en cualquiera permutacion
ya formada, se buscara elprimer elemento que sea inferior y seguido
de otro mas alto, y no mudando el &rdea de tos elementos que estan
& sil izquierda, pénase en su lugar el elemento superior inmediato
que estd entre los de la derecha, escribiendo despuésde él lodos los
no aun escritos, en la posiciéon natural.

Se empieza con la permutacion que contieno el indice mis-
mo y es la primera, y empleando siempre el procedimiento men-
cionado se llegard & encontrar una permutacién en que no pue-
da mas emplearse, y esta serd la Gltima, la mas alta de todas é
inversion de la primera.

Asi, por ejemplo, el indice (abed) da las permutaciones:

( abed i bned (cabd (dabe
) abde ( bade ‘(eadb  (dacb
j acbd (bend (cbad | dbae
(acdb ( beda (ebda i dbea
j adbc \bdac ledab ] deal)
| adeb ( bdea ledba (deba
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So comprende facilmente, que por este método salen todas
Jas permutaciones posibles y estas bien ordonadas. Ademas do
esto, lo que pertenece & las permutaciones verificadas arriba,

1) No son posibles mas de 1 6rdenes que principian con las
letras a, 1). e d, los cuales estdn en las 4 columnas ordenados
segln estas mismas letras iniciales.

2) Cada rifio de estos 6rdenes ha de contener todas las per-
mutaciones que pueden efectuarse en este mismo orden, lo que
se verificard, por ejemplo, con el primer orden que tiene la ini-
cial a, si 4esta, unadespuésde otra, se afiaden todas las permu-
taciones del indice (bed), & saber de las otrasletras. Y en efecto,
la primera columna no contiene sino todas Jas permutaciones po-
sibles del indice (bed), precedidas de la misma letra a. Como esto
indice contiene 3 elementos, no podran formarse sino 3 érdenes
(secundarios) con las iniciales!), ¢, d, que estdn-uno debajo de otro
y contienen & su vez, cada uno, las dos permutaciones que per-
miten las Ultimas dos letras que quedan para escribirse. Lo mis-
ino se observara en todas las columnas.

Siguese de esto: Un indice de n elementos distintos suminis-
tra n Ordenes principales, cada .uno délos cuales contiene tantas
permutaciones cuantas pueden efectuarse con los (u—1) elementos
que han ele afadirse & la letra inicial del orden. Designando el
numero de las permutaciones de n elementos por P,, y de consi-
guiente el de las de (h—1) elementos por Pa—, resulta que debe
ser

PAN.P, _, Q).

I1. Caso. Permutaciones con repeticién. El mismo método so
aplicard cu el caso de ser idénticos unos U otros de los elemen-
tos. Asi, el indice (11234) da las permutaciones:

11234 13121 21134 31124 11123
11243 13112 * 21143 31142 41132
11324 13214 21314 31214 11213
11342 13211 21341 312-11 41231
11423 13412 21413 31412 41312
11132 13121 21431 31121 41321
12131 14123 23114 32114 42113
12113 11132 23141 32141 42131
12314 11213 23411 32411 42311
12341 11231 24113 34112 43112
12113 11312 24131 34121 43121
12131 11321 24311 34211 43211

Las nttoyas palabras, formadas por la permutacion de sus
letras, se dicen anagramas. Tales anagramas son:

Dévolution frangaise—Un Corso vejé la finira.

La France veut son rpy.
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§ 145.

NUmero de permutacion.

I Caso. Pmnulacipnes sin repeticion. Para determinar el nu-
mero de todas las permutaciones que pueden verificarse con un
indice do n elementos diferentes, podremos emplear la férmula
(1) dol § precedente, escribiendo 2, 3, 4,5... n en lugar de n,
por'donde sale

P, P
P P

2 P,
3.P2

P,=n.P, _I

Multiplicando entre si todas estas ecuaciones y reduciendo,

Sa tendra
P,=2.3.4.3. .. .u.P,

Pero P, es=1, pues un indico do 1 cloinenlo no da sino una

sois ooloeacion; luego resulta
P»=1.2.3.4....u (2)

Diceso este producto tufacultad de-n y designase frecuente-
mente por el simbolo *

Ejemplo |I. EI nimero do permutaciones do las 7 notas de la
escala musical es 1.2.3.4.5.0.7=5010, y si contamos también
los semitonos liallarimoslo =479001000.

Ejemplo n. Diez personas, que cada diacomen dos veces en
mesa redonda, quieren tener cada vez otra posicién Son posibles
1.2.3.. .10=3G2SSOt) posiciones diferentes, lo quo da 1y11100 dias
6 casi 5000 afios.

Il Caso. Permutaciones con repeticion.

A. Entre los n elementos sean p iguales. Si todos los ele-
mentos dados fuesen distintos, tendriamos un numero do per-
mutaciones =P,, y este seria mayor que el verdadero x que se
busca; porque cada una de las permutaciones que tenemos cu rea-
lidad, daria tantas permutaciones nuevas y distintas, cuantas dan
V elementos desiguales, es decir Pr Por consiguiente, el nimero
x buscado, tiene quo multiplicarse por el nimero P, do permu-
tacion de p elementos distintos para reproducir el nimero Pnde
permutacién de u elementos distintos, y tenemos la igualdad
S.P>=P (0 de donde

P,_1.2.3....n"nl

Pp 12.3...-P p

es decir: d numero de permutacion de n elemento*, entre lo* cuati*
hay p idintico*, en la facultad de n dividida por la facultad de p.
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B. Supongamos ahora el caso mas general de que entro loa
7 elementos dalos se encuentren u distintos qao vienen una sola
vez, p iguales de una especie, g iguales do otra, r de una terce-
ra &. El ndmero x do las permutaciones que tenemos en rea-
lidad, primeramente liabria de multiplicarse por P, para pro-
ducir el que tendriamos, si v-j-p elementos fueran distintos; des-
pués habria de multiplicarse porP, para hallar el namero do
permutacion, si entre los ? dados fueran v-f-p-j-q distintos; ade-
mas, por Pr para igualar el nimero de permutacioén de v-J-p+q-jr-r
elementos distintos &. Pasando adelanto, de esta manera, halla-
remos el producto x.P,,.P,,.Pr igual al nimero do permuta-
cion de v——ppg3i——... elementos distintos, y como |3
—r-j--—---=n, este Gltimo ndmero serd==P,,, luego encontraremos
X Pr.P, .... =P,,, de donde sale

'n!
Aaglr! (D

La cantidad & tiene que ser entera; luego conduce esta ecua-
cion al teorema notable:

El producto de los n primeros nimeros es dicisible sin resto
por el producto de los p, g, r. ... primeros nimeros enteros, si,
J?+q+r+- en(Pjn.

8= 146.

determinacion del lutrar que tiene una permutacion
entre las otras.

I Caso: permutaciones sin repeticion. Para determinar el lu-
gar gue tiene una permutacion dada, por ejemplo dcab (en la tabla
pég. 371), entre las otras de los mismos elementos, se observara:

1) 'Que dicha permutacion dcab pertenece al 1o orden
indica (abed) y que va precedida de los 3 érdenes a, b y c. Pero
el orden a contieno tantas permutaciones cuantas suministra el
indice (bed) de 103 elementos b, ¢, d, que han de afadirse & la
letra principal de este orden. Del mismo modo el ordené con-
tiene las permutaciones del indice (aed), y el orden c las del in-
dice (abd). EI nimero de las permutaciones 'que suministra un
indice do 3 elementos esP 3; por consiguiente, la permutacién
dcab primeramente va precedida do tres drdenes enteros, cada
uno de los cuales contiene P 3 permutaciones, luego la permutacién
dcab, en primer lugar, tiene delante si 3P 3 permutaciones.

2) Ademas, la permutacion dcab, en el orden d, va precedi-
da detodas las permutaciones del indice (abe) hasta la permutacién
cab, y tiene, por lo tanto, delante sitambién los 6rdenes ay 6
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del indico (abe), cada uno do ios cuales contieno tantas permuta
ciones cuantas permito un indico de ios 2 elementos, cjuc deben
afladirse & la letra inicial de estos d6rdenes, I’cro el nUmero do
estas permutaciones esP-; luego, cu el orden < la permutacion
decSi va precedida de 2P.a permutad mes.

3) Finalmente, la parte erd’de la permutacion dada dcab, que
pertenece al orden r del indico (abe), es la primera de dicho or-
den, pues & la letra inicial eso siguen en posiciéon natural los ele-
mentos a y b que se afiaden. Luego ja permutacién dcab no v»
precedida de otra que do las encontradas arriba.

De consiguiente, para hallar el lugar que tiene la permuta-
cién; dcab entrélas otras, se buscard 1) cuantos érdenes preceden
al orden d del indice (abed), 2) cuéntos preceden al orden edel
indico (abe), 3) cuantos preceden al orden a del indice (ab'.
El ndmero do permutaciones que cada uno de estes érdenes con-
tieno, so baila facilmente, siendo el de un indice compuesto de
un elemento menos que el indice contiene. De estamanera con-
cluimos: preceden al orden

d del indico (abed) 3 érdenes. .. 8
.................... (abe) 2 ordenes. .. 4 ...
. (ab) ningan drden 0....

(b) ningin orden = ....= 0.

3 S— perm.
: J:

dcab suma =22 perm.

Luego & la permutacién dcah preceden 22 permutaciones, y
serd la misma la 23a. Se ve: 1) al principio de los renglones es-
tdn puestos segln su orden las letras do la permutacién dada;
2) en los indices consecutivos so quitan estas letras, una después
de laotra; 3) el namero de los 6rdenes que preceden es idin-
tico al de las letras del indice correspondiente hasta 1- htiai uo
estd al principio del rengléon; 1) el mitinre P contiene < i indica-
dor igual al nimero de las letras del indice, mimos uno.

Ejemh-o I. (Qué lugar tiene Pari» entro he; : ... nutaciones
del indice (aiprs)V

Resol. Preceden al orden
P del indice (nipvs.i2 6rdenes. ...2 .P,= |s

- SR (airs) ningan 6rden. . = o
. . (ir>) 1drden....... 1P —g

i (is)y ningan drden. .. . "= o
« (®) ningan arden. —q
Paris 'Suma

Luego sera Pari' la 51a permutacion.
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E jemplo 1l. Que'pérmutacion de'(ioqtu) os Q liter?
P ésol. Preceden al.6rdén
del indice (ioqtu) 2 6rdenes............... 2.P,1=1S
u 3 ordenes i

P (iot) ningdn orden

| S — , (ot) 1orden ... LdepL, =i

[ t°)  ningdn orden.. ... =0

Quito suma =G7

Lni-goJ™iul”es la G8” permutacion.
Ejemplo 111. ;Qué permutacién de (abcilniort) es Baltimore?
P ésol. Preceden ni orden

B del indice (abeiluiort) I;6rden ...1.P S= 40320 perm.

a . (neilmort) ningdn orden.. = 0

1. (eilmort) 2 6rdenes. ,2.P C= 1110

/. (eimort) 5 6rdenes. .5.PS= QO

i ... (eimor) lorden... |.P 4= 24

m. ..(emor) 1lorden...,1.P3= 0

o] (cor) 1 orden....1,P2= 2

ro. (er) 1lorden.. .1.P,= 1

e . (e ningln orden .. = §]
Baltimore suma=12393 perm.

Luego os la 123911 permutacion.

Ejemplo IV. ;Qué permutacion de (aeknoruvy) es Nuera
York?
P ésol. Preceden al orden

N del indice (aeknoruvy) 3 érdenes... 3. P ,=1209G0 perm.

u (nekgruvy) 5 é6rdenes. ...5.P 7= 25200
e . (aekorvy) 1 6rden........... 1.Pr= 720
AV (akorvy) 1 érdenes.. ..4.Ps= 180
a .o ..... (akory) ningln érden.. .. = 0
Y. (kpry) 3 6rdenes. ...3.P 3= 18
0 . (kor) 1 orden........1.P 2= 2
r 1 6rden. 1.P — 1
k ningdn o6rden .. .. = 0
Nueva York suma-=147381 perm.

Luego es la 117382* permutacion.
Il Caso: permutaciones con repeticion. Aplicase el mismo mé-

todo con la sola diferencia de que los 6rdenes de los elementos
repetidos ban de escribirse separadamente.
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Ejemplo . ¢(Quua permutacion do (11231) es ol namero 121317

Resol. Conforme & la tabla do las permutaciones del indico

(11231) establecidaen el § 111, concluimos do esta manera:

den

Proceden al orden
1 del indice (11231) el orden 1. 11=21 perm.

los 6rdenes 2, 3 ..2. jji=21

2 del indice (1123) el orden 1...............
1 del indice (113) ningun orden.. .
3 del indico (13) elorden ...
1 del indico (1) ningln orden...............

12131 suma =55 perm.
Luego, 12131 es la 5G1 permutacion.

E jemplo Il. Qué permutacién es Salmanassar?

Resol. El indice es (aaaalmnrsss'l, y preceden- al orden
8 do (aaaalmnrsss) el orden a............... ,3\05100800 pernr.

los 6rdenes I, m, n, )-...1 .5_735100800

« de (aaaalmurss) ninguan orden. . 0
I de (aaulmurss) el érden a......... 2?!2i 10081
m de (aaamnrss) el orden a... . ,2—!72!!= 1200
a do (aaanrss) ningln orden.... = 0_
N do (aanrss) el ordena............... ~ co
a de (aarss) ninglnorden.... = 0
s de (arss) los ordene» a,?\.2.1?—!: G
s do (ars) los érdenes a, r. .2.2!= 1
a de (ar) ningun orden........... —. 0
r do (0 ningun orden........... — 0
Salmanassar sumo =213010

Luego es la 213011* permutacion.
Ejempto Ill. Qué permutacion es Kabuchoclonosor?

Resol. El indico es (abcdhnnoooorsu); luego preceden al 6f-
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N de (abcdlinnoooorsu) los 6rdenes a, b, ¢, <l,h 0.13l S48G48000
a de (abcdhnoooorsu) ningln orden.... 0
b do (bcdhuoooorsu) ningun orden.... 0
i 5 , r 10!
ii de  (cdhnoooorsu) los 6rd.c, d, h,n,r, S .GAT = 907200
elorden o.....cccooe.... .. . 1.13;]!— 604800
e de (cdhnoooors) ningln orden. ... ' 0
7 de (dknoooors) el orden d............. 1 §)| 1680
o do (dnoooors) los 6rdenes d, n. 2 M— 420
d de (dnooors) ningan orden. ... ‘o
o de (nooors) el orden n... i.p= 20
n de (noors) ningun orden.... 0
0 de (oors) ningan orden.... ....oo.— 0
s de (ora) los 6rdenes o, r... 4
o do (or) ningdn orden.... —u 0
r de w ningdn orden. .. . .. 0
Nabuekodonosor suma =650162124

Luego ea la 650162125" permutacion.

§. 147

Determinacién de la permutacién, dado el lugar
que tiene entre las otras.

I Caso: permutaciones sin repeticion. EI problema que tene-
mos que resolver aqui, es el .invertido del § precedente, y para
mayor claridad propongamonos buscar la 147382* permutacion
del indice (aeknoruvy), de la cual, segin el Ejemplo IV del § pre-
cedente sabemos que es la palabra Nueva York. Dismiuuyendo el
numero dado de una unidad tendremos 147381, que esel nime-
ro de todas las permutaciones que preceden a la buscada. Aho-
ra el indice (aeknoruvy) contiene 9 elementos diferentss, y por
esto produce 9 6rdones distintos, cada uno de los cuales contiene
tantas permutaciones cuantas produce un indice de 8 elementos
diferentes = P a=1.2.3. ...8=40320 permutaciones. Dividiremos
147381 por 40320 y tendremos el cociente entero 3y un resto
26421 que es menor que el divisor, & saber menor queel namero
do permutacién de un orden. De donde concluimos que la permu-
tacion buscada va procedida de 3 érdenes enteros y esta conté-
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nida enel4?orden. Pero los érdenes se siguon segun las letras
del indico (aeknoruvy), y son los cuatro primeros losdo las le-
tras a ¢, 6, n. Luego la permutacion buscada pertenece al or-
den n, es decir que n essu primer letra.

Como la primera permutacion del orden n os'naekoruvy, osle
orden contiene todas las permutaciones dol indice (aekoruvy), quo
se halla quitando la letra n ya encontrada y oontienc 8 6rdenes
compuestos, cada uno, de P7=1 2.3... .7=5040 permutaciones
El resto 20421 que teniamos arriba, es el nimerojde las permu-
taciones que preceden'd la buscada entro las del nuevo indico
(aekoruvy); luego dividiendo 20421 por 5040 tendremos el cocien-
te 5, que indica el nUmero de los 6rdenes completos quo proce-
den, y un resto 1221 que es menor que el nimero 51)40 de las
permutaciouee do un orden. Luego la permutacién buscada per-
tenece al 0? orden del indice (aekoruvy), es dccir'al orden u, y
es u la segunda letra que se busca.

Omitiendo la letra u en el indice anterior, tendremos ol nue-
vo (nekorvy) y continuaremos buscando la tercera letra &a. &a.

El calculo es sencillo, valiéndonos del modelo siguionto:

El ndmero dado es =1473S2, luego

1473S1:P8 640320=3 6rd. preceden en (aeknoruvv); luego N
.120960

26421;P 70 5040-5 Ord..ccconuvrrenennes

26200
1221:PC6  720-1 Ord...ccvvvrvcenee.
720
501:P56 120-4 6rd....cccooonueeee. (okoruy);......... . Y,
480
21:P< 6 24-0 6rd., e .o.a
0
21:P36 6=3 Ord....cccccvrrrn.
18
3:P,0 2-1 Ord..cccicie, (kor): v
2
1:P. 06 1—106rd.iinee
1
0 Queda k como ultima letra no precedida do otra,. ...k

Luego la permutaciéon pedida es Nueva. Yorfe.
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Ejemplo |. ¢Cudl serd la' 2377* permutacion ele (acdeoru)?
Resol. ElI nimeio dado es 2377, luego

237G:P,, 6i720=3 6rd. preceden en (acdeoru); luego. .E
21GO0;

21G;P56120=1 6rd
120
9G:Pt 6 21 =4 6rd
98

0 Queda ador, no precedido do ninguna perra... .ador.
Luego es Ecuador.

E jemplo 1. Qué permutacion serd la 4G0921* ele (adhinoptus)?
ljiESOL. El numero dado es 460921; luego

4G0920;Pj 6 3G2880=1 6rd. preceden en (ae/hinoptus); luego. .D
362880

9S040:Ps 6 40320—2 o6rd...........
80G40

17400:P7 6 15040—3 6Ord......c.... v (alivoptus);.. .... 0
15120

2280:P56 720=3 Ord....cccc. v (almptus);.. ey p
2160

120:P56 120—1 ord..eees (alratus);. - ®......... h
120

0 Elresto 0 da....ccoevcrrunnee
Luego Diophantus, el célebre matemaético de los griegos anti-

guos.

| | Caso: permutaciones con repeticion’. Si algunos elementos
son idénticos, los diferentes 6rdenes no contienen el mismo na-
mero de permutaciones, y por tanto el nimero de los érdenes
que preceden & la permutacion pedida, no resulta por una sim-
ple divisién. Mas bien se examinard, si los 6rdenes, uno después
del otro, estén contenidos en el nimero propuesto, y luego que
se encuentre un orden que no lo sea, este sera el orden que con-
tiene la permutacion pediday la letra inicial de aquel sera la
primera (6 lasiguiente) de esta. Se comprender el procedimien-1
to por un ejemplo.
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Ejemplo.. ;Cudl serd lo 1CU10" permutaciéon de (ncciihliup),
a) Se resta del namero d(IJ las 4G209 perm. del iud. (aeciihlinp)

el orden a con q~5i: 6723

f i 0 0j 39489
los ord. r, i, h con 3 530240
\ 9241)
o ' 0720
el érden n con M e )
. 8! impoiible; lu< seo \Y
el 6rden con '
P ro 0720 >

$) Se resta del residuo.71 ....... 2521) perm, del ind. (uccnhhn)

el orden acon 840
7,' ioSIT

el érden ccon 1200

el érden ¢ con -1 ™= 1269 (iml>osibl: lue«© ............ *
y) Se resta del residuo.............. 429 perm. del fud. (uocihliu)

el orden i con Alaz1s0

el 6rden c con £L = 3fi0 I imPosible; luego........... e
d) Serestadel residuo............. 249 perm. del ind. (acihlrn)

los 6rd. a, ¢, icon —fy = 180

el 6rden h con St = 120.[ imlus,bkb lucsS~........ h
e) Queda el indico (acilin), que no tiene elementos repetidos;
luego estamos en el primer caso:
69:4! 6 24=2 6rd. preceden en (acihn); luego  ........... 1
) *
2:316C=3 O6rd.......... (e [1])
18
3N 62=16rd. .o onn.... (21 ) P e
1Mo1=16rd..... R CV4) R h
1
O El 1eSt00da. -« nmueeeeeeemaeeaeeaans a

Luego la permutacion buscada es Pichincha.
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ARTICULO I1I.

Ccmliinaciones.
§. 148.

De las combinaciones en general.

Combinar] elementos dados es efectuar todas sus colocaciones
posibles, componiéndolos de uno en uno, de dos en dos, do tres
en tres &, do manera que cada una se diferencie de otra de la
misma clase por la diversidad 'de los elementos.

Cada colocacion de esta especio se llama una combinacion.

Hay también combinaciones sin repeticion y con repeticion.
Resultaradn las primeras, si en cada unade las colocaciones, todos
los elementos tienen que ser diferentes, y resultaran las segun-
das, si los elementos pueden colocarse también con idénticos 6
repetidas veces.

El ndmero de los elementos contenido en una combinacién
constituye la clase deesta; y Ildmanse también estrados las com-
binaciones de la 1" clase, amaoslas de la 2 temos las de la 3?,
cuaternos las de la 4*, quinternos las de la51 &a

La sintaxis tiene por objeto:

1) Determinar la ley de combinacién, por medio de la cual se
verifican todas las combinaciones posibles de los elementos dados.

2) Determinar el nimero de las combinaciones posibles.

§. 149.

Ley de combinacion.

Para efectuar, y al mismo tiempo para tener bien ordena-
das todas las combinaciones posibles de los elementos dados, es-
tos primeramente se colocardn de uno en uno y formaran asi las
combinaciones de la 1" clase. De ellas se formaran las de la 21
clase, é igualmente de una clase cual fuere, las de la clase superior
inmediata:

1) en el caso de combinaciones sin repeticion, poniendo delan-
te de todas las combinaciones de la clase precedente, el primer
elemento (a) desde el segundo orden, el segundo elemento (b) des-
de el tercer orden, el tercer elemento (c) desde el cuarto orden &a.
y continuando basta llegar & una clase que contenga todos los
elementos dados;

2) en el casode combinaciones con repeticion, poniendo delante
de todas las combinaciones de la clase precedente, el primer ele-
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ment6 (a) desde el primer orden, el segando elemento (1) desdo el
segando orden, el tercer elemento (e) desde el tercer orden'&a. y
continuando hasta llegar & la clase pedida.

El namero de las combinaciones sin repcticion’'08 limitado,
el de las con repeticiéon no lo os.

1. Combinaciones sin repeticion, indice (abcde).

laclase n, B> e, d, e cinco 6rdenes

2*“clase ab» ac, ad, ac 1' orden.
be, b(l, be
cd,ce 3
de 1°

3".clase abc.-alxl, abe
acd, ace | 1' orden

nde

bed, be? 1i)p
bde "
ede 3r ,,

i* clase  abed, nbee
abde | lrorden

nede
bede 2x

5* clase  abede ' un orden.

11. Combinaciones con repeticion, indice (al-cde).

17clase a, b, ¢, d, ¢ cinco 6rdenes
2aclase na, ab, ac, nd, ao 1° orden
bb, be, bd, be 20 ,,
cc, cd, ce v >
dd, do 40 ,,
ee «

3“clueC aaa, aab, aac, aad, aac 1
abb, abe, abd, abe 1
acc, acd, ace V orden
add, ade |
acc j
bbb, bbc, bbd, bbe
be?, bed, bec
bdd, bdc
be(
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cce, ced, cce )
cdd, ede >3r orden.

cee
ddd, dde
u»
dee r »
eee 5",
&a, Yica &a
§. 150

NUmero de combinacion.

1. Caso: combinaciones sin repeticion. EI namero de las com-
binaciones sin repeticion de n elementos n la clase p desig-
naremos por el simbolo "Cp. Las combinaciones de cualquiera cla-
se pueden formarse de las de la clase precedente, afiadiendo &
estas todos los elementos que no contienen. De esta manera, de cada
una de las "CP_, combinaciones de la clase p—1, tendremos
n—(p—I)=n—p-]-l nuevas, 6 bien tendremos(n—p+1). °Cp_j
combinaciones de la clase p. Pero cualquiera de estas combina-
ciones recien formadas vendriap veces; porque, la combinacién
abed, por ejemplo, que pertenece a la 4* clase, se forma

como de aljc por d

asi también de abd por e
y de acd por b

y de bed por a.

Luego, el nimero de combinaciones arriba encontrado, tienO
que dividirse porp y sera

*Cf=n~P+1>CpH (1)

El ndmero de combinaciones dela 1’ clase es igual al nu-
mero n de los elementos, es decir,-tenemos "C,=n. Sebailaran
los nameros de las otras clases, sustituyendo en (1), 2,3,4, 5. .. .p
en lugar dep:

cCl==n _—
noonThm ey,
:__r_‘g—_z,._.z_ n(n—1)(n—2) "
_n—3 1, _n(n —)(h—2)(n—3)
e o i
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y serd «n general:
4 _ n(n—h(n—2) (n—3).... (n- S
1.2.3.1...p ©)

El ultimo simbolo se pronuncia simplemente: n encima Je p.

1. Caso: combinaciones con repeticion. EI nimero do las com-
binaciones con repeticion de n elementos & la clase p designare-
mos por el simbolo *KP. Las combinaciones do cualquiera clase
p pueden formarso de las de la clase precedento, afiadiendo d
estas todos tos n elementos dados y ademas todos los p—1 elementos
que contienen. Luego, cada una de las "Kj.., combinaciones do
la clase p—1 nos suministraria n+p—1 nuevas dela clase p, y
seria el nUmero de combinaciones quo se busca, = (n+ p—1) "Kp_,.
Pero cualquiera de estas combinaciones nuevas se encontraria p
veces; porque la combinacion aaabbcd, por ejemplo, quo pertenece
4 la71 clase, se formaria

de aaabbc pori ,
aoaMi b VPor ~°8 elementos dados.
aabbcd a'
- ademas Je aaaficd b 1pOL U elementos quo contiene 1»
aabbcd i \comuinacion anterior misma.

Luego el nimero do combinacién arriba encontrado, ba de
dividirse por  Yresulta:

&, =e+t p=! mK 4

Aqui es también *K, =n, luego por sustitucion do2,3, 4, 5.. p
en lugar dep se sigue:

mK,= n
mK,=5+1.*°KI=51iH )
eir _ n-f-2 _n(n+1)(n+2) 1 (5)
n' G- 123
»tt _ n+3 _n(n+1)(u+2) (n+3)
e ' AT K 0 X 4
y en general:
mj __ p(DI)-) (n+2) (n+3)... (n+ P—1) fct
H 1.2.34... p A

Corolario. Los nimeros de las combinaciones quo contienen
las diferentes clases y o6rdenes, son numeros figurados. Asi, la ta-
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bla de las”combinaciones del indico (abcdc) que contiene 5 ele'
mentos, suministra los nimeros de combinaciones:

1* clase lilili | Caso: sin repeticion. Cada nume-
12 31 ro figurado representa el nimero de
13 6 las combinaciones del orden corres-
11 pondiente, solo que estan puestos &
1 la inversa.

l*clase 1 11 11 Il Caso: con repeticion. Aqui

2% 12 3 4 5 las series son completas.

3a ., 13 61015

4« 14 10 20 35

El nimero de las combinaciones que contiene una clase en-
tera, en el primer caso serd el primero que falta en la serie si-
guiente, y en el segundo caso, el Gltimo de esta serie.

Claro est4, que de esta manera facilmente puede determinar-
seel nimero de combinacion para n elementos y cualquiera clase.

ARTICULO nii.

Variaciones.
8§151.

De las variaciones en general.

Variar elementos dados es formar todas sus colocaciones
posibles, colocdndolos de uno en uno, de dos en dos, de tres
on tres & en toda combinacién y posicion posible.

De consiguiente, las variaciones pueden distinguirse:

1) por el namero de los elementos que contienen, y conforme

a este numero se constituirdn las diferentes clases de las
variaciones.

2) por la diversidad de los elementos.

3) por loposicion diferente de los mismos elementos.

Siguese de esto inmediatamente, que las variaciones pueden
formarse de las combinaciones,permutando cada una de ellas, de toda
manera posible.

Hay también variacionessin repeticién y con repeticién, segun
que puedan contener los elementos una vez 6 algunas veces.

La sintaxis tiene por objeto:

1) Determinar la ley de variacion, por medio de la cual so ve-
rifican todas las variaciones posibles.
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2) Determinar el nimero de variacion, es decir, el nGmero do
todas las variaciones posibles, que pueden hacerse con un ndme-
ro dado de elementos.

$. 152.

Ley de variacion.

Para formar y al mismo tiempo para tener bien ordenadas
todas las variaciones que pueden efectuarse con los elementos da-
dos, primeramente se escribirdn todos los elementos dados en or-
den natural, y estos, & la vez, formaran las variaciones do la 1"
clase. De ellas so formaran las de la 2“ clase, éigualmente de una
clase cualquiera, las de la clase superior inmediata:

1) cu el caso de variaciones sin repeticion, afiadiendo & todas
las variaciones de la clase precedente, uno por uno, todos los
elementos que no contienen, y continuando hasta la Gltima claso
que contiene las permutaciones do todos los elementos,

2) en el caso de variaciones con repeticion, afiadiendo & todas
las variaciones de la claso precedente, uno por uno, todos los
elementos, aun los que contienen y continuando hasta llegar & la
claso pedida.

Las variaciones sin repeticion tienen un ndamero limitado do
clases; las otras no lo tionen.

. Variaciones sin repeticion, indice (abed),

1*clase a, b, c¢, d cuatro 6rdenes

2* clase ab, ac, ad Irorden.
ba, be, bd 20 »
ca, cb, cd 3r ,,
da, db, de 4

3*“clase abe, abd, acb, acd, adb, ade Irorden

bac, bad, bea, bed, bda, bdc 9° j,
cab, cad, cba, cbd, oda, cdb 3r ,,
dab, dac, dba, dbe, dea, deb 1°

4* clase abed, abde, acbd, acdb, adbc, adeb |rorden.
bacd, bade, bead, beda, bdac, bdea O
cabd, cadb, cbad, ebda, cdnb, cdba v ”
dabe, dacb, dbac, dbea, dcab, deba 4 g
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Il. variaciones con repeticién, indice ())be).
I*clase a b, c¢ tresdrdenes.

2*clase aa, ab, ac 1'orden.
ba, bb, be 2¢
ca, cb, ce 3'

”

3‘clase aan, aab, aac
aba, abb, abe ml' orden,
aca, acb, acc
ban, bali, bac
bba, bbb, bbc w2*
bea, beb, bcc
caa, cab, cao
cba, cbb, ebe <3'
cea, cch, ccc

Aa, Aa Aa.

§ 153,

Numero de variacion.

I. Caso: variaciones sin repeticién. El ndmero de variacion sin
repeticion de n elementos & la clases, designaremos por nVp For-
manse las variaciones de la clase p, afiadiendo & todas las de la
clase p—1, los n—(p—I1)=n—p-f-1 elementos que no contienen,
de manera que de cada una deellas salgan n—p—2% nuevos de la
clasep. Luego resulta que

sM=(n-p+1).-Vv,_, 1)
Como "Vi=n, para 2, 3, 4,5. .. .p en lugar dep, saldr&
“vV,=n =n

‘V,,= (—1) *Vi=n(n—1)
“V,=(n—2).°V,=n(h—I1)(n—2)
'V 4=(n—3) .*V ,=n(n—I)(n—2)(n—3)

en general:
“VEn(n—1)(n—2).... (n-p+1) 3)

I1. Caso: variaciones con repeticion. Designamos el nimero cor-
respondiente de variacion con repeticion por "ff,. Como aqui las
variaciones de la olase p se forman de las de la clase p—1, afiadien-
do & cada una todos los n elementos dados, tendremos:

*W,=n."Wp—, 4)
y »iendo *W,=n, resulta:
*W ,=n =n
"IV2En. W ,=n’
*AV,=u."WIl=n*
mAV,=nnVt=n'
»n general a\W.=n' (fi)
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ARTICULO 1V.

Aplicaciéon ala teoriailclbinomio «le Ncivton.
§. 154.

Producto do varios binémios.

La multiplicacién de varios binomios que tienen un mj6£uo
primer término, conduce & estos resultado«:

(r+a) (x+b)=x"+* jx+ab

a
(x-fa) (x-fb) (x+c)=x5+b xJ-fabe
C.

ab
' nc abe

(x+a)(x+b)(x+c) (x+d)=x‘+£ jxX*+£j *H-2a x + abed

d | bd bed
cd

Se ve pues:

1) EIl desarrollo contiene las potencias enteras decrecientes
de al siendo el esponente mas alto igual al namero de los fac-
tores a la izquierday el mas bajo igual & cero.

2) El coeficiente del primer término constantemente es la
unidad. Los otros coeficientes son las sumas de todas las combi-
naciones sin repeticion ala lg 2* 3 4* clase, siendo los elementos
que se combinan los segundos términos de los binomios dados
para multiplicarse.

Segun esto, si convenimos en representar por Spla suma do
todas las combinaciones sin repeticion que pueden efectuarse con
los n elementos a, b, c. .. .n, componiéndolos de p enp, tendremos,
como muy probable, el producto de los n factores

(x+a) (x+b)(x-j-c)....(x+m)(x+n)
(a)
=X*+S X—*+ S2x-2+ S .x- *+.. *+SIx;-pr ..,-fS- x+S.|

Multiplicaremos esta ecuaciéon con otro binomio (x-f-q) de
manera que tengamos n+1 factores, y resulta

(x+ a)(x+b)(x-fc)... (x+ n)(x+ q)

=x**[+SIx*-fSax->+ ..+S,x-"* "+ ... ,+S.X 1S

+qx* +as ,x*-1+mm qS, x*-i~ f..+ gs._ x+qQs.
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Sumando los términos semejantes, se re que
S. —qg=(atb+c+ ... -j-m4-n)-j-q

es la suma de todas las combinaciones de los n-j-1 elementos &
la 1* clase, y designando las sumas de estas combinaciones do
cualquier clase por S', tendremos que S1j-q=S'l.

Ademas, sera

S, +g8S,= (ab-j-ac+ ad-j--—-mn)-j-(a-j-b-fc-f___n)q

os decir que & la suma de todas las combinaciones de la 2* clase,
que suministran los n elementos a b, c. .. .n, se afiaden las combi-
naciones aq, bg, cq.. . también de la 2* clase y que faltan para
producir todas las de los n-j-1 elementos a, b, ¢c. ..n, n. Luego se-
r& S«-(-qSi=S,s.

Be la misma manera sera en general

Sp+q8p_ 1= Sp (y)

Porgue Sp contieno reunidas todas las combinaciones dife-
rentes y posibles de los n elementos a,b,c___nde laclasep, y
Sp_, todas las de la clase p—1, y multiplicadas las ultimas por q,
produciran también combinaciones de la clase p, y estas todas di-
ferentes unas do otras y todas las posibles que han do afiadirse
para producir todas délos n-j-1 elementos a b, c....m, rt, q

Finalmente, el altimo término gS,, equivale & S,,+,; porque
S,, no contiene sino una combinacién que es el producto de los
« elementos a,b,c....m,nentre si, lo que multiplicado por q,
produce la Gnica combinaciéon de los n-j-1 elementos a, b, c.. ..
m, nq a laclase n-j-1.

De consiguiente, la ecuacién (/?) se convierte eu

(x+a) (x+ b)(x4¢).... (x-j-m)(x+n)(x+ q)
=Xt S X"+ S X+ .. A4S PX»-Af-.. j-SPX+SF,

ecuacion que se deduce inmediatamente de («), suponiendo n-j-1
factores en lugar de n factores; porque con esta suposicion se
muda nen n-j-1, y SenS! es decir que las combinaciones de n
elementos se convierten en las de n-j-1 elementos.

Concluimos, que la ley representada por la ecuacion (a) sera
verdadera para n-j-1 factores binomiales, si lo es para n, 6 bien
que se verificara para un factor binomial mas, si se verifica para
un cierto numero de factores.

Pero dicha ley se cumple en el caso de 2, 3, 4 factores, como
se ha visto al principio de esto §; luego se cumplira también para
5 factores, luego también para 0, luego también para 7 Aa, es de-
cir, que tenemos para cualquier nimero « de factores:
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(i+a)(x+b)(x+c)... .(x+n;

om+S x—r-f...+S. N x+S.

§. 155.
Potencias del bindmio para esponentes enteros-

Supongamos abora que en la Ultima ecuacion (1) del § preceden-
te, todos los segundos términos de los binomios sean iguales

b=c=d=.... «<=m=n=a
y tendremos
(x+a)*=x")-SIX,- I+ SJs*i-l--—--fSp»-!"-t-...-f-S.-;s+S. (a)

Pero las sumas St, S,,, SO.... no ya contienen sino sumandos
iguales, y tantas veces cuantas se combinan « elementos distintos:

Sx=a-f-a-|-a-]-......... =nCi.a =(][)=»
Sa=aa+ aa+aa-f- ..=°Ca,a*="2" 02
S3=aaa-f-aaa+----- = [T, a3
S,—aaaa-{-aaaa-]-.. = nC».a,="".a*
S ,=ar-f-af+ a-|---—--- =nCc.a'=(“).a"

De consiguiente, la ecuacion (a) toma la forma
(x+a)re X'+ (i)« n'+ (“)a’xnH (3)aX«->+...-f(“)an

El segundo miembro déla férmula contieno n-fltérmingzs,)
todas las potencias enteras decrecientes do ry crecientes do a,
desde la n,|nt basta la potencia con el espoliente cero, de manera
que la suma de los esponentes en cualquier término sea =n. Ade-
mas, el primer coeficiente es la unidad y los otros son los nime-
ros de combinacién sin repeticiéon de n elementos & la 1*. 2% 3%,
4* ...?imm clase. La «** clase de estas combinaciones no contiene
Binouna, la cual esel producto de todos los » elementos dados,

y por consiguiente sera ol Gltimo coeficiente también iguala
la unidad como «1 primero.
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El término general de la serie es [§ 150 form. (4)]:

T,..= p en donde
/n\ _j(n—=I)(n-2)(n—8).. m(n—p+1)
1-2-3. 4. (p-Hp

La dltima férmula representa el coeficiente del término ge-
neral, que tiene el lugar p+1.

Este teorema ya conocido del § 62 y llamado teoremabino-
miai de Newton, conformo & la demostracion, vale paro cualesquie-
ra valores dor, ya, y para valores positivos enteros del esponen-
te n. Toma la formamas sencilla, sise ponox=1 y a en lugar
de ai

(I+x)°= 1+ (?) s+ (E)**+($)*»+ .- --+ (“)** <>

§. 156.

Propiedades de los coeficientes binomiales.

Ademas de las propiedades ya indicadas, se lian de notar
las siguientes:

1* EI coeficiente general que esta en (3) puede escribirse en
la forma
/'n\ n(h—)(n—2)(n—3).. (n—p+2) n—p+1
\p/ 1.2.3.4....(p—1) p K1
Pero el primer quebrado del segundo miembro es

4 saber el coeficiente del término precedente, lo que se ve, escri-
biendo p—1 en lugar de p en la segunda ecuacion (3). Luego
resulta

<5 >

Obsérvese ademas, que en el Ultimo quebrado de (5) el nu-
merador n—p+1 es el namero entero inferiorinmediato que se
sigue al dltimo factor n—p+2 del primer quebrado, y que el
denominador p es superior inmediato de p—1 que es el ultimo di-
visor del primer quebrado. Luego de (5) se sigue:

Vn coeficiente cualquiera desde el tercero, se deriva del prece-
dente, afiadiendo por factor en el numerador el nimero entero infe-
rior inmediato, y enel denominador el nimero entero superior in-
mediato.

Diccso “desde el tercero”, porque el segundo se forma abso-

lutamente del esponente é indicador (?) =? ,y el primeroes (?)
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=1, sin seguir esta regla.
Por consiguiente, seran los coeficientes:

(n\_l. /n\_n. /n\_n(n—1). /n\_n(e—1)(n—L).

oh 1'\1) i’ \2f——m tt \3/ 1.2.3
/m\_n(h—NH(n—N(n—3) . [\ u(n—I1)(n—2)(.n—3)(n—3) ¢
u/ L.2.34 " \5/ — 1,2.345 1

2° De esta manera, los coeficientes se forman segun la tabla
siguiente:

© * (i) (?7)> © (-=); <¢)> © | .
i e “ e Hni «irr?. 3 2 - 1 i
i 2 ' 3 n—2' n—1' n

\

es decir, qué para formar cualquier coeficiente binomial, so lian
de multiplicar entro si todos los términos de la segunda serio
basta el lugar que tiene aquel en la primera.

En la segunda serielos numeradores van decreciendo desdo
n hasta 1, y los denominadores creciendo desdo 1 basta n

Ademas, los primeros quebrados de la misma serio son ma-
yores, y los Gltimos menores que la unidad, do donde resulta:

Los coeficientes binomtales van en aumento hasta un maximo, y
después de él van en diminucion.

3° Multiplicando entre si todos los quebrados do la segunda
serie (a), el resultado serd la unidad, es decir que tenemos

=1= 6 bien qite el dltimo coeficiente binomial, como

el primero, vale la unidad.

Cualquier coeficiente binomial do la primera serio («) multi-
pbeado por el quebrado, que estd & su derecha en la segunda,
produce por producto el coeficiente binomial que se sigue. Luego

tenemos
(n-1) 1 -(i;) = 1;dedonde|(” h h h(2)

(Ri) E=H ,b,M i).

i )= (7)1t h (?)

............ ( (?)
(n—4) n=5f (11-3)  (3) s ( )
y en general (JLp)=(£)

es decir, que dos coeficientes hinomialcs son idénticos si tienen res-
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pcctivamente igual distancia del primero ¥ Gltimo.

Luego, para calcular los valores numéricos de los coeficientes
binomiales, bastara buscar los de la primera mitad del desarrollo,
pasada la cual se repiten en orden invertido.

Importa observar, que cada coeficiente viene dos veces, si el
esponente n es impar y el nUmero do términos es par; pero que
existe un coeficiente medio, que viene una sola vez, si el esponente
n es par, y el nUmero de términos es impar.

4* Péngase en (4) x=1 y sera

2n= 1+ (j)+ (2)+ (B) + - mm () (6)

es decir, que la sximade todos los coeficientes binomiales de la n“**
potencia, equivale & la n't** potexicia de 2.
Sien (4) se escribe x= —1, resulta

de donde
H-GM O+Gh mmem=()+()+O+ee <»

luego: la suma de los coeficientes binomiales que tienen un lugar im-
parjesigual & lasuma de los quetienen un lugar par.

Cada uno de los miembros en (7) os la mitad del segundo
miembro en (0), luejjo ser4d cada uno deellos= i.2n=2n—1y por
consiguiente igual a la suma de todos los coeficientes de la n—Ir*
6 de la potencia que precede.

5“ Si sumamos dos coeficientes consecutivos, tendremos en
virtud de la ecuacién (0*):

AHGHAM pi)=ttM A) 1=£

n _ n(n—1) (n—2) (n—3), ,, ,(n—p+2)
Y €omo o yj 1.2.3.4....0- D @ D
sera ( n \,/n\ (n+l11l n(n—1) (n—2).., ,(n—p+21
\P= D) \\V 1.2.3.4....(p 2 (p-Dp

Pero el Gltimo quebrado resulta de la segunda férmula (3), si
so escribe n-f1 en lugar do n, luego sera

tKHT) .

es decir, que la suma de dos coeficientes binomiales consecutivos de
la n""*potencia da el coeficiente binomial de la n-fl" potencia que
tiene en el desarrollo el mismo lugar que el Gltimo de aquéllos.

FIN.
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ALFABETO GRIEGO.

ProiKUiciacion. Nombro;

A a a "AX<pa alplia

B p b Br/ra beta

r r S Pappa gamma

A S d AéXra delta

E e e (breve) ‘E ipiXOv epsilon

| 74 3 ds Ziira zeta

H \Y e (larga.) *Mra eta

0 S tk (inglés) Qijra tlieta

1 1 i ItUra iota

K H k ocqu Kanna cappa

A X Adap/Séa lambda

M B m Mv my

N ' Vv n Nv n

gi £ X Si Ny

<0 0 0 (breve) =0 fuHpit omicron

n n P m Pi

P =) r 'Peo rho

2 VI, S S Eiypa sigma

T r t Tav tau
-r \% u'(francés) rT i/nXov ypsilon

+ 9 f &t pki=fi

X X i X i cki—ji

v P ps Vi~ psi

n 00 0 (larga) i1 peya omega.

La letra castellana ¥ correspondo & la grieg:a v, y por lo tau-
to conviene pronunciarla ypsXlon, lo que suelel kacerse siempre
en las Matematicas para distinguirla de i quo designa la unidad
imaginaria.
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